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Experimentelle Ergebnisse führten zu dem Schluß, daß der 
Grundvorgang der sekundären Elektronenstrahlung als eine Wechsel- 
wirkung des primären Elektrons mit einem Atom als Ganzem auf- 
zufassen ist und daß er im Gefolge eines Geschwindigkeitsverlustes 
des Primärelektrons (PE.) auftritt!. Dagegen nehmen bisherige 
theoretische Arbeiten?) in wellenmechanischer Betrachtungsweise nur 
einen Stoß Elektron-Elektron zum Ausgangspunkt der Rechnungen, 
wofür als Grund die mangelhafte Variationsmöglichkeit bei der Beob- 
achtung der Sekundärstrahlung gelten kann, so daß vom Experi- 
ment der Rechnung nicht genügend präzisierte Voraussetzungen ge- 
liefert werden. So werden aus Sekundärstrahlungsmessungen direkt 
lediglich zwei Abhängigkeiten erhalten, nämlich die der Menge an 
Sekundärelektronen (SE.) von der Primärenergie und die Energie- 
verteilung der SE. Es fehlt demnach an Varianten, um einmal den 
Verlauf der Ausbreitung der PE. im Medium, dann den Auslöse- 
vorgang, den Weg der SE. und schließlich den Einfluß der äußeren 
Grenzfläche beschreiben zu können. Im folgenden wird nun eine 
weitere Aussage über den Grundvorgang der SE.-Strahlung mit- 
geteilt, die man aus experimentellen Daten erhält. 


Analyse der Ausbeutekurve 
Beobachtet man bei verschiedenen Primärenergien U, die je 
PE. aus einer an Materie grenzenden Oberfläche austretenden SE,, 
so erhält man in allen bekannten Fällen Kurven desselben schema- 
tischen Verlaufs, der in Abb. 1a dargestellt ist. Man bezeichnet das 


Verhältnis von Sekundär- zu Primärintensität als Ausbeute ö= ze 
P 
1) Vgl. hierzu: P. Lenard, Quantitatives über Kathodenstrahlen aller 
Geschwindigkeiten (im folgenden als QüK. bezeichnet), Heidelberg 1925. S. 133ff. 
2) H. Fröhlich, Ann. d. Phys. [5] 18. 8.229. 1932; D. E. Wooldridge, 
Phys. Rev. 56. S. 562. 1939. 
Annalen der Physik.- 5. Folge. 42. 
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Die meisten bisherigen experimentellen Untersuchungen hatten die 
Messung solcher Ausbeutekurven zum Gegenstand, ohne daß es mög- 
lich gewesen wäre, das nun schon umfangreiche Material zur Er- 
klärung des Vorganges der S).-Strahlung zu benutzen und nutz- 
bringend kritisch zu verwerten. Es gelten somit noch heute die in 


Darstellung der Abhängig- 
keit der Sekundärelektronenausbeute 3 
von der Primärenergie U. 

U, Optimalgeschwindigkeit 

ö, Maximalausbeute 


Differentialquotient der Ausbeutekurve 
zur Veranschaulichung des Zusammen- 
wirkens zweier Vorgänge mit den diffe- 
rentialen Abhängigkeiten 1 und 2 von 
der Primärenergie U. 1 als Kurve der 
ersten bescichnet 


Funktion 1 in logarithmischer Darstel- 

lung. Gewinnen der Anfangssteilheit 9, 

der Ausbeutekurve aus dem Ordinaten- 
abschnitt 


log 3 


Lenards Qak. zu RER Begriffe und näherungsweisen Gesetz- 
mäßigkeiten, deren wichtigste die Proportionalität der SE.-Strahlung. 
zur Masse der strahlenden Atome ist. Es schien eine Zeitlang, als 
ob dieses Gesetz bei niedrigen Geschwindigkeiten nahe der opti- 
malen!) besonders durch abnorm hohe SE.-Strahlung der Alkali- 
und Erdalkalimetalle durchbrochen würde. Doch ist es in neuester 
Zeit wieder gut bestätigt worden, nachdem für Alkali- und Erdalkali- 


1) Als Optimalgeschwindigkeit (U, in Abb.1a) sei nach Lenard die- 
jenige — i) die ein Maximum 4, der SE.-Strablung erhalten .. 
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metalle saubere Untersuchungen von Bruining: und de Boer’) vor- 
liegen. So zeigt Abb.2 selbst bei der geringen Geschwindigkeit von 
U =500 Volt und in dem weiten Massenbereich von Li (D = 0,53) 
bis Pt (D = 21,4) noch gute, annähernde Massenproportionalität der 
SE.-Strahlung. Die Darstellung enthält neben Messungen von Brui- 
ning und de Boer solche von Copeland’), Warnecke‘) und 
eigene. 

Sowohl bei Erwägung der für das Zustandekommen der Ober- 
flächensekundärstrahlung anzunehmenden Einzelvorgänge, als auch 
beim Betrachten der Ausbeutekurve wird klar, daß letztere keine 


| 


D 


Abb. 2. Angenäherte Massenproportionalität der SE.- Ausbeute 0. 
D = Dichte. Messungen von Bruining und de Boer, Copeland, 
Warnecke und eigene. Primärenergie U = 500 Volt 


einfache Abhängigkeit eines physikalischen Vorganges darstellt, daß 
also auch ihr Gesamtverlauf für verschiedene Materialien irgendein 
Gesetz, etwa das der Massenproportionalität, nicht mit Strenge er- 
füllen kann. Es folgt daraus, dab man die Ausbeutekurve analy- 
sieren wird, wozu vor allem das Auftreten eines Ausbeutemaximums 
bei der Optimalgeschwindigkeit der PE. anregt. Es ist ja deutlich, 
daß die Ausbeutekurve nicht als Streukurve, wie etwa eine Reso- 
nanz- oder Fehlerverteilungskurve betrachtet werden kann, daß also 
ein Begriff, wie die Optimalgeschwindigkeit, keinen physikalischen 
Inhalt besitzt. Vielmehr kommt die Ausbeutekurve durch Über- 
lagerung einer mit der Energie ansteigenden und einer mit as 
1) H. Bruining u. J. H. de Boer, Physica 5. 8.17. 1938. 
2) P. L. Copeland, Phys. Rev. 35. §. 293. 1930; 46. S. 167. 1934; 48. 
8.96. 1935; Journ, Frankl. Inst. 215. 8. 435 u. 593. 1933. 


3) R. Warnecke, Jemen. = Rad. 5. S. 267. 1934; 7. S. 270. 1936. 
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fallenden Größe en was noch deutlicher am Differential- 
quotienten += = f(U) abzulesen ist (Abb. 1b). Letztere Ab- 


hängigkeit wird leicht durch Addition-der beiden Exponentialkurven 
1 und 2 erhalten. Bei kleinen Geschwindigkeiten ist 9 praktisch 
allein durch 1, bei großen durch 2 bestimmt. Für letztere hat schon 
Lenard’) eine Abhängigkeit vom Moleküldurchmesser angegeben. 
Auch Copeland?) und Warnecke?) haben eine Abhängigkeit des 
Differenzenquotienten der Ausbeutekurve bei hohen Primärgeschwindig- 
keiten hergeleitet, die im Bereich der Funktion 2 in etwa der 
gleichen Näherung gilt, wie die Massenproportionalität. 

Im vorliegenden wird nun die Analyse der Ausbeutekurve 
weitergeführt, indem aus ihr Differenzenquotienten gebildet und als 
Funktion der Primärenergie U, logarithmisch aufgetragen werden, 
wobei sich, entsprechend der Skizze in Abb. 1c, für den Primär- 
energiebereich von etwa 50 Volt bis nahe an die Optimalgeschwindigkeit 
in guter Annäherung eine Gerade ergibt. Dieser, wegen Benutzung 
der Funktion 1 in Abb. 1b vorläufig Kurve der ersten Ausbeute- 
differenz genannten Darstellung werden der Ordinatenabschnitt 9, 
und die Steigung d entnommen. Für beide Größen wurde eine ein- 
deutige Materialabhängigkeit gefunden, wobei bemerkt werden muß, 
daß hierbei zum ersten Male die bis jetzt von verschiedenen Autoren 
vorliegenden einwandfreien Messungen der SE.-Ausbeute benutzt 
werden konnten. Die Abhängigkeit von log +, ist derart, daß es 
für Metalle einer Periode des periodischen Systems der Elemente 
denselben Wert hat, von Periode zu Periode jedoch abnimmt. Die 
Steigung d, die daneben noch anderen Einflüssen ausgesetzt ist, 


mit der Gruppennummer (Li-> Be, Mg-> Al) ab. 9, ist die Anfangs- 
steilheit der Ausbeutekurv& ohne Berücksichtigung der Vorgänge in 
der Nähe der Grenzgeschwindigkeit, wo die Funktion 1 der Abb. 1b 
ihre Güitigkeit verliert. Die Dimension von 9, ist 1/Volt, weswegen in 
Abb. 4 als Ordinate log 1/9, aufgetragen wurde. Abszisse ist die 
Hauptquantenzahl n der äußersten Elektronenschale, also die physika- 
lische Interpretation der Periodennummer. Die angegebene Beziehung 
zeigt sich in Abb. 4 gut erfüllt. 

Wurden zu den Darstellungen in Abb. 3 und 4 Messungen an 
den reinen Metallen benutzt, so blieb noch zu prüfen, welchen Ein- 
flüssen die Kurven der ersten sonst 


1) QUK. 8. 150. 
2) P.L. Copeland, Phys. Rev. 40. 8. 122. 1932. are it 
3) R.-Warnecke, J. Phys. Rad. 7. 8.270. 1936. 
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"nimmt sowohl mit der Periodenzahl (z.B. Cu>Ag-> Au), als auch: 


log 8 
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sind. Volumen und vor allem Oberfläche des sekundär strahlenden 
Materials üben ja auf die SE. während ihrer Bewegung vom Aus- 
löseort zum Vakuum große Wirkungen aus, wie die stark streuenden 
Ausbeutemessungen an unreinen Oberflächen zeigen. Nach Messungen 
von Bruining!) wurden daher in Abb. 5 Kurven der ersten Aus- 
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Abb. 3. Kurven der ersten Aus- Abb.4. Abhängigkeit der negativen, 
beutedifferenz für verschiedene reine aus Abb. 3 entnommenen Ordinaten- 
Metalle. Li, Be, Mg, Al, Cs, Ni, Ag, abschnitte von der Hauptquanten- 
Cu nach Messungen von Bruining zahln der äußersten Elektronenschale 
und de Boer, Au nach solchen von des betreffenden Metallatoms 


Copeland, Ba, Be, Mg, Al, Ag, Ni 
Mo nach eigenen 


beutedifferenz für verschiedene Einfallswinkel des Primärstrahls bei 
konstanten Oberflächeneigenschaften aufgetragen. Die Anfangssteil- 
heit 9, erweist sich als ungeändert, während die Steigung d bei 
wachsendem Einfallswinkel im gleichen Sinne abnimmt wie beim 
Übergang zu sekundär strahlender Substanz größerer Masse. Des 


1) H. Bruining, Physica 5. S. 901. 1938. 
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weiteren wurden Messungen herangezogen, die Änderungen der Ober- 
fläche beobachten, z. B. solche der Austrittsarbeit ®. Sie wurden 
 beiSixtus!) entnommen, der für eine mit Th bedeckte W—Th-Legierung 
die Austrittsarbeit durch den Bedeckungsgrad © kennzeichnet. Hierbei 
erfährt die Kurve der ersten Ausbeutedifferenz keinerlei Änderungen 
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Abb. 5. Konstanter Ordinaten- 2 Abb.6. Unabhängigkeit der Aus- 
 abschnitt für Kurven der Ausbeute- ____beutedifferenz von der Austritts- 
_ differenz bei verschiedenem Ein- arbeit ® (bzw. dem Bedeckungs- 


 fallswinkel des Primärstrahls. Mes- grad ®) nach Messungen vonSixtus 
an thoriertem Wolfram. 
®= = 


@33eV 065 
cm. 1 


(Abb. 6). Allerdings ist die Anfangssteilheit 9, größer als für W 


erwartet, wofür sowohl die Triodenmeßmethode von Sixtus als 
% auch die Legierung des W mit 'I'h Gründe sein können. Nun ist 
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der Einfluß der Austrittsarbeit auf die SE.-Ausbeute nur gering und 
bereits von Sixtus a.a. O. durch die im Vergleich zur Eigengeschwindig- 
keit der SE. kleine Erniedrigung der äußeren Potentialschwelle be- 
friedigend erklärt. Viel stärker wird die SE.-Strahlung durch dünne 
Oberflächenschichten von Dielektrika beeinflußt, -und zwar 'an sich 
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Abb. 7. Unabhängigkeit des Abb. 8. Vergleich zwischen Kurven 
Ordinatenabschnitts von Kur- br der Ausbeutedifferenz von Metallen 
ven der Ausbeutedifferenz vom 7 und Verbindungen. : 


Zustand der Oberfliche des 1 Al, 2 Al,O, geglüht, 
bestrahlten Metalls. 3 Al,O, ungeglüht, 4 Ba, 5 Ba oxydiert 


Messungen nach Bruining © seal nach Bruining und de Boer, 6 BaO. . 
und de Boer. pT 3, und 6 nach eigenen Messungen ie 
1 Li rein, 2 Li unrein, 

3 Al rein, 4 Al mit gewöhn- : a 
licher Oxydhaut 
nicht vergrößert, sondern nach Geyer!) nur eine proportionale Zahl 5 


von Elektronen ihr hinzugefügt, die von einer unselbständigen Feld- 


1) K.H. Geyer, Ann. d. Phys. [5] 42. S. 241. 1942. Nee om 


= 
) 


344 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 42. 1942/43 


entladung ausgelést werden. In der Kurve der ersten Ausbeute- 
differenz sollte sich dadurch lediglich die Steigung d, nicht jedoch 
die Anfangssteilheit 9, ändern, da der Auslöseprozeß durch eine 
dünne Oberflächenschicht nicht berührt wird, solange der Weg 
der PE. deren Dicke an Länge übersteigt. Dies zeigt sich in Abb. 7 
bestätigt, welche die ersten Ausbeutedifferenzen nach Messungen von 
Bruining und de Boer (a. a. O.) enthält. Hier wie in den übrigen 
Abbildungen sind, soweit einwandfrei vorhanden, Messungen fremder 
Autoren berücksichtigt,um auf die Allgemeingültigkeit der Darstellungen 
hinzuweisen. Eigene vorläufige Messungen ergaben Konstanz von 9, 
weiterhin beim Erhitzen aufgedampfter Be-Schichtey im Vakuum, 
wobei sich die Ausbeute stark von ö = 0,5 bis ö = 4,5 erhöhte, was 
schon von Kollath!) beschrieben wurde. Kollaths Ausbeutekurven 
sind jedoch nach kleinen Primärenergien nicht ausgedehnt genug, 
um daraus Kurven der ersten Ausbeutedifferenzen zeichnen zu können. 
Weiter blieb +, ungeändert, wenn auf Ni-Grundplatten Aufdampf- 
schichten von Dielektrika aufgebracht wurden?), solange die galvano- 
metrische Meßmethode anwendbar blieb, d.h. aber, solange die Schicht- 
dicke kleiner war als die Weglänge der PE. Mitteilung wird erfolgen, 
wenn die Messungen nach großen Schichtdicken zu unter Verwendung 
der Methode des intermittierenden Verschiebungsstromes?) weitergeführt 
sein werden. Vor allem die Anfangssteilheit 9,, weniger die Steigung d, 
ist bei Auslösung der SE. in Verbindungen gegenüber der im reinen 
Metall geändert. Abb. 8 gibt dazu eine Veranschaulichung, wieder 
nach Messungen von Bruining und de Boer (a. a. O.) und eigenen 
(a.2.0.. Die von Bruining und de Boer als „oxydiertes Ba“ 
bezeichnete Oberfläche (Abb. 8 Kurve 5) besaß also eine erheblich 
dickere Oxydschicht als das „unreine Li“ (Abb. 7, Kurve 2) und die 
in gewöhnlicher Weise mit einer Oxydhaut bedeckte Aluminiumplatte 
(Abb. 7, Kurve 4). Die Kurven für BaO und AI,O, in Abb. 8 sind 
aus Messungen nach der Methode des intermittierenden Verschiebungs- 
stromes erhalten. 


Deutungsversuch 


Als Ergebnis folgt aus den vorausgegangenen Betrachtungen 
eine eindeutige Materialabhängigkeit der Anfangssteilheit 9, der 


1) R. Kollath, Ann. d. Phys. [5] 33. S. 285. 1938. 

2) K. H. Geyer, Ann. d. Phys. [5] 41. S. 117. 1942; Mitt. Forschungsanst. 
d. Dtsch. Reichsp. 8. S. 15. 1942. 

3) K.H. Geyer, Ann. d. Phys. [5] 42. S. 241. 1942; W. Heimann u. 
K. H. Geyer, Elektr. Nachr.-Techn. 17. S. 1. 1940; Mitt. Forschungsanst. d. 
Dtsch. Reichsp. 5. S. 35. 1940. 
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Ausbeutekurve, und zwar hängt nach Abb. 4 deren Logarithmus 
linear ab von der Hauptquantenzahl n der äußersten Elektronen- 
schale der sekundär strahlenden Atome. Man kann nun aus folgenden 
Gründen schließen, daß diese Abhängigkeit den Auslösevorgang der SE. 
durch die PE. betrifft. Zunächst ist 9, unabhängig vom Weg der PE., 
z. B. deren Eindringtiefe, die dem Kosinus des Einfallswinkels » 
proportional ist. Die mit Verringerung der Eindringtiefe verbundene 
Verkürzung des Weges für die SE. vom Auslöseort zum Vakuum 
ruft gleichlaufend ein Anwachsen der Ausbeute mit dem Einfalls- 
winkel hervor. Nach Abb. 5 bleibt 9, aber bei Änderung von » 
konstant. Weiterhin wird in den Kurven der ersten Ausbeutedifferenz, 
damit auch in der Größe von 9,, eine Änderung der Austrittsarbeit ® 
um fast 2 Volt in keiner Weise sichtbar (Abb.6). Ebenso hat Erhöhung 
der Ausbeute durch unselbständige Feldentladung, hervorgerufen durch 
dünne, nichtleitende Schichten an der Oberfläche der strahlenden 
Substanz, nach Abb. 7 keine Wirkung auf 9,. Beide Ergebnisse 
beweisen vollständige Unabhängigkeit der Anfangssteilheit vom Zu- 
stand der Oberfläche. Sie reagiert jedoch sofort auf Veränderungen 
der sekundär strahlenden Atome, beobachtbar an seiner wechselnden 
Größe beim Übergang vom reinen Metall zur Verbindung (Abb. 8). 
9, muß nach allem als eine Größe betrachtet werden, die einen 
Vorgang bei der Auslösung der SE. charakterisiert. Aus Abb. 3 
kann man auch schließen, welcher Art dieser Vorgang sein wird. 
Metalle der verschiedensten Gruppen ein und derselben Periode des 
periodischen Systems weisen nämlich einen nahe gleichgroßen Wert 
für 9, auf. Betrachten wir z. B. die Kurven der ersten Ausbeute- 
differenz für Cs, Ba und Au. Atomgewicht, Ordnungszahl, Ioni- 
sierungsspannung und chemische Eigenschaften sind stark verschieden, 
gemeinsam ist nur die Hauptquantenzahl der äußeren Elektronen- 
schale. Es wird daher angenommen, daß zwar das emittierte SE. 
aus der äußersten Elektronenschale stammt, da im betrachteten 
Energiebereich selbst die gesamte Energie eines PE. nicht zum Ent- 
fernen eines inneren Elektrons ausreicht, daß aber das Atom als 
Ganzes die zu dessen Ausstrahlung notwendige Energie dem PE. 
entnimmt. Nur so kann bei verschiedenen lonisierungsspannungen 
Gleichheit der Größe 9,, deren Dimension 1/Volt ihren energetischen 
Charakter anzeigt, gefunden werden. Man gelangt so zu einem ab- 
gerundeten Bild des Vorgangs der SE.-Strahlung der Atome, da 
neben der Massenproportionalität das eben Geschilderte gleichfalls 
auf eine Energieverminderung des PE. in Kernnähe des sekundär 
strahlenden Atoms schließen läßt. Der Anfangssteilheit der Aus- 
beutekurve muß nun noch ein physikalischer Begriff unterlegt werden. 
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Aus theoretischen Arbeiten kann lediglich dem von Maurer!) 
abgeleiteten Ausdruck für die Ausbeutekurve eine sinnvolle Bedeutung 
der Anfangssteilheit entnommen werden. Maurer gewinnt die \ 
Gleichung der Ausbeutekurve aus, dem Kontinuum der sekundär £ 
€ 
é 


strahlenden Materie zugeordneten, statistischen Größen, ebenfalls 
für den Bereich der Funktion 1 in Abb. 1b, also von etwa 50 Volt 
bis nahe an die Optimalgeschwindigkeit, ohne Voraussetzungen über 
den Auslösevorgang der SE. zu machen. Die Differentiation von 


Maurers Gleichung liefert an der Stelle U=0 den Wert 3, = = , 


wobei ©; die Bildungsenergie eines SE. ist, und zwar der dem PE, 
dafür entnommene Betrag, nicht etwa die Ionisierungsspannung des 


emittierenden Atoms. ®s = = kann demnach als Grenzwert des | 


Geschwindigkeitsverlustes bei verschwindender Primärenergie ange- | 
sehen werden. Die Abb. 4 liefert dafür Werte zwischen Ds = 15 Volt 
fürn=2 und @,;= 130 Volt für n= 6. Dieser Geschwindigkeits- 
verlust, der für gleiche n denselben Wert hat, ist also charakteristisch 
für einen Zwischenmechanismus, der auf ein Elektron der äußeren 
Schale die zum Entweichen notwendige Energie im Betrage der 
Ionisierungsspannung überträgt. Bei Lenard?) findet sich ebenfalls 
bereits eine entsprechende Anschauung, nach der die überlagerten 
Kraftfelder der Elementarteile eines Atoms, die ja nach heutiger 
Kenntnis in Kernnähe am stärksten sind, gleichmäßig an der Ent- 
nahme von Energie ‘des PE. beteiligt sind, über einen Zwischen- 
mechanismus jedoch nur die am leichtesten abtrennbaren Elektronen 
emittiert werden. Zur Aufklärung des Zwischenmechanismus sind 
weitere Beiträge durch Heranziehen der mitgeteilten Untersuchungs- 
methode zu erhoffen. So kann die Betrachtung der seltenen Erden 
von Nutzen sein, in deren Reihe die systematische Auffüllung der 
4f-Elektronen schon manches zur Kenntnis des Atombaus beigetragen 
hat. Schließlich sei erwähnt, daß nach vorliegender Methode in 
Verbindung mit Aufdampfschichten definiert wachsender Dicke (siehe 
Geyer a.a. O0.) auch weitere quantitative Kenntnis über langsame 
Elektronenstrahlen erlangt werden kann. Insbesondere werden 
Messungen der Absorption mit Veränderung von 9, als Kriterium 
bedeutsam sein, nachdem direkte Durchlässigkeitsmessungen von 
Becker?) bis zur experimentell möglichen Grenze geführt worden 
sind. Man wird dabei ein Verfahren anwenden, das direkte Messung 
von gestattet. 

3 


1) G. Maurer, Z. Phys. 118. 8.122. 1941. 
2) QüK. 8. 188. 
3) A. Becker, Ann. d. Phys. 84. 8. 779. 1927; [5] 2. 8. 249. 1929. 
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Zusammenfassung 

1. Die Analyse derSekundärelektronen (SE.)-Ausbeutekurve 5 =f(U) 
wird benutzt, um Einzelheiten des Vorgangs der SE.-Strahlung zu 
gewinnen. Im Energiebereich von etwa 50 Volt bis nahe Optimal- 
geschwindigkeit ist der Differenzenquotient der Ausbeutekurve gut 
als Exponentialkurve darstellbar. 

2. Der Wert von # an der Stelle U = 0 (#,) erweist sich als 
unabhängig von der Eindringtiefe der Primärelektronen (PE.) und 
dem Öberflächenzustand des sekundär strahlenden Materials. Jedoch 
ist er eindeutig abhängig von der Hauptquantenzahl n der äußersten 
Elektronenschale des strahlenden Atoms. 

3. Es wird der bereits von Lenard ausgesprochene Schluß 
gezogen, daß das Atom als Ganzes Energie vom PE. aufnimmt und 
diese über einen Zwischenmechanismus dem am leichtesten abtrenn- 


baren Elektron zuleitet, das als SE. entweicht. ®,= a5 


wert des Geschwindigkeitsverlustes der PE. fir verschwindende 
Primärenergie. 

4. Als Ausblick wird die Möglichkeit angegeben, den Zwischen- 
mechanismus durch Untersuchung der Seltenen Erden zu erforschen. 
Es kann nach vorliegender Methode auch weitere quantitative Kenntnis 
der langsamen Elektronenstrahlen gewonnen werden. 


Klein-Machnow, Post Berlin-Zehlendorf, den 13. August 1942. 
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der Réntgenabsorptionskanten 


®, II. Die Feinstruktur der V K-Absorptionskante 
von Vanadin und einfachen Vanadinverbindungen 


Von E. Saur 


(Mit 9 Abbildungen) u 
(Ausgeführt mit Mitteln der William G. Kerckhoff-Stiftung zu Bad Nauheim) 


I. Einleitung 

In einer früheren Arbeit!) des Verf. wurde die -Feinstruktur der 
K-Absorptionskante von 22 Ti untersucht. Bis auf 21Sc und 23V 
sind damit alle Elemente zwischen 19K und 31 Ga auf eine Fein- 
struktur der K-Absorptionskante untersucht. Im Anschluß an I 
soll nun in der vorliegenden Arbeit über Feinstruktur-Untersuchungen 
an der V K-Absorptionskante von Vanadin und einfachen Vanadin- 
verbindungen berichtet werden, während die Ergebnisse einer ent- 
sprechenden Untersuchung über die Sc K-Absorptionskante einfacher 
Scandiumverbindungen in anderem Zusammenhang mitgeteilt werden. 

Einige Vanadinverbindungen (VC, VN und VO,) sind isomorph 
mit den entsprechenden Titanverbindungen. Der Vergleich der Fein- 
struktur der V K-Kanten dieser Verbindungen mit derjenigen der 
Ti K-Kanten der entsprechenden Titanverbindungen ermöglicht nach 
Umrechnung gemäß I, Gl. (1) eine einfache Nachprüfung der Theorie 
von de Kronig?) 

Von den hier untersuchten Stoffen sind Vanadin*) und Vanadin- 
nitrid*) Supraleiter®), ersteres im Gegensatz zu Titan‘) mit bequem 

1) E. Saur, Ann. d. Phys. [5] 42. S. 223. 1942, im folgenden mit I zitiert. 

2) R. de L. Kronig, Ztschr. f. Phys. 70. S. 317. 1931; 75. S. 191, 468. 
1932; Handb. d. Phys. von Geiger-Scheel, 2. Aufl., Bd. XXIV, Tl.2, Berlin 
1933, S. 295. 

3) W. Meißner u. H. Westerhoff, Ztschr. f. Phys. 87. S. 206. 1934. 

4) W. Meißner u. H. Franz, Naturwissensch. 18. S. 418. 1930; Ztschr. 
f. Phys. 65. S. 30. 1930. 

5) Vgl. auch die zusammenfassenden Darstellungen von W. Meißner, 
Handb. d. Experimentalphys. von Wien-Harms, Bd. XI, Tl. 2, Leipzig 1935. 
S. 205 u. 216 sowie van K. Steiner u. P.Graßmann, Supraleitung, Braun- 
schweig 1937. S.12 u. 15. 

6) W. Meißner, Ztschr. f. Phys. 60. S. 181. 1930; W. J. de Haas u. 
P. M. van Alphen, Proc. Roy. Soc. Amsterdam 34. S. 70. 1931; W. Meißner, 
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zugänglichem Sprungpunkt (4,3°K). Vanadin erscheint daher geeignet 
für die von de Kronig!) vorgeschlagene Untersuchung über das 
Verhalten der Feinstruktur von Röntgenabsorptionskanten -beim Ein- 
tritt der Supraleitung. Auf die Eignung des Vanadins für röntgeno- 
graphische Strukturuntersuchungen am Sprungpunkt haben bereits 
Meißner und Westerhoff?) hingewiesen. 


‘Die Anfoshme der V K-Absorptionskanten erfolgte mit der in I 
beschriebenen Apparatur. Aus I, Gl. (3) erhalt man für 23V eine 
optimale Schichtdicke des Absesbers von 6,7 u (3,8 mg V/cm’); bei 
chemischen Verbindungen gelangte eine dem effektiven Gehalt am 
reinen Element entsprechende Schichtdicke zur Verwendung. Alle 
hier mitgeteilten Aufnahmen wurden hergestellt mit Pulverschichten 
als Absorber, die sich während der Belichtung auf Zimmertemperatur 
direkt hinter dem Feinspalt des Spektrographen befanden. Bei Ver- 
wendung einer Wolframanode und Betrieb der Röntgenröhre mit 
11,0kV Röhrenspannung und 50 mA Röhrenstrom lagen die für gut 
exponierte Aufnahmen erforderlichen Belichtungszeiten zwischen 100 
und 150 Stunden. 

Die für die Auswertung der Aufnahmen erforderlichen Daten 
[Dispersion des Spektrographen und Umrechnungsfaktor C, nach I, 
Gl. (4)] sind in Tab. 1 aufgeführt. 


Tabelle | 


Dispersion und Umrechnungsfaktor C, für die K-Absorptionskante von 23 V 


Wellenlänge der 


on ersion Umrechnungsfaktor 
Element | x-Kente in XE | in X 


E/mm C, in eV/XE 


23V 263,0 I us | 


Neben metallischem Vanadin [kubisch, kérperzentriert ») wurden 
untersucht: die isomorphen Verbindungen Vanadincarbid VC*)*) und 


“te 
1) R. de L. Kronig, Proc. Roy. Soc. London 152. S. 16. 1935. wa 
2) W. Meißner u. H. Westerhoff, a. a. 
3) Strukturbericht Bd. I, 8. 56. Leipzig 1931; Bd. II, 8.187 u. 316. 
Leipzig 1935. 


4) Herrn Dr. W. Dawihl (Studienges. f. elektr. Beleuchtung m. b.H., Berlin) 
danke ich für die Herstellung des Präparates. 

5) Strukturbericht Bd. I, S. 144. 1931; W. Dawihl u. W.Rix, Ztschr. 
f. anorg. u. allgem. Chemie 244. 8. 191. 1940. * 


u 
|, Experimentelles 
> 
> 
= = 
t 
= 


850 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 42. 1942/43 


Vanadinnitrid VN')2) (kubisch, Steinsalztyp), ferner das mit TiO, (Rutil) _ 
isomorphe Vanadindioxyd VO, (tetragonal, Rutiltyp*)*)], Vanadinpent- 
oxyd V,O, [rhombisch, eigener Typ')], Vanadintrioxyd V,O, [rhom- 
boedrisch, Korundtyp‘)] sowie Vanadintrisulfid V,S,, dessen Kristall- 
struktur nicht bekannt ist. 


—>iK 
a) 
Abb. 1. V K-Absorptionskante von VC. 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 


Abb. 2. V K-Absorptionskante von VN. 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 


1) Freundlicherweise von Herrn Direktor Dr. E. Friederich (Studienges. 
f. elektr. Beleuchtung m. b. H., Berlin) überlassen, wofür auch an dieser Stelle 
bestens gedankt sei. 

2) Strukturbericht Bd. I, S.139. 1931; W. Dawihl u. W.Rix, a.a. 0. 

3) Herrn Prof. Dr. W. Klemm (Anorg.-Chem. Inst. der T. H. Danzig) sage 
ich für die Überlassung des Präparates meinen besten Dank. j 

4) Strukturbericht Bd. I, S. 158 u. 211. 1931. 

5) Strukturbericht Bd. IV, S. 22 u. 134. Leipzig 1938. 

6) Strukturbericht Bd. I, 8. 264. 1931; Bd. II, S. 310. 1937. 
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Tabelle 2 
Abstände der Maxima und Minima von der V K-Absorptionskante 
bei Vanadincarbid und Vanadinnitrid 


Maxi- 
mum 
bzw. 
Mini- 
mum 


VC (a = 4,15 AE) VN (a = 4,13 AE) 


AVineV 15)" XE| 4 Vin eV 


 struk 


Wao 


to to to 


- 


ow 


turen (Abb. 1 und 2) der V K-Absorptionskante. zeigen wieder 


; große Ähnlichkeit. Um einen quantitativen Vergleich der beiden 
_ Feinstrukturen untereinander und mit den Feinstrukturen der 
_ Ti K-Absorptionskante von TiC und TiN in I zu ermöglichen, sind 


; in Tab. 2 die Abstände der Maxima und Minima von der Absorptions- 


Tabelle 3 
Abstände der Maxima und Minima von der V K-Absorptionskante 
bei Vanadindioxyd und Vanadinpentoxyd 


4,13)" 
4iin XE V eV 
= 
# | 46 | —11,1 10 | -10,6 
| - 18 44 | 4,1 6,7 
BE — 5,0 12,1 | 11,2 - 12,200 
2 | - 75 182 | 16,9 . 189 
-179 43,3 40,0 - 37,9 
| -241 583 | 53,9 24,5 
3 | —32 78 72,2 —31,4 639 
| -35 85 78,6 -35 
| —40 97° 90 -41 
u | —45 109 101 — 45 109 100 “ 
1 | -50 121 112 -51 123 113 re 
| 128 118 —54 131 1200 
| —60 145 134 -61 148 136 =, 
Be | —67 162 150 -68 | 165 
| -86 208° 192 -81 1960 | (1800 
Jie an Vanadincarbid und Vanadinnitrid erhaltenen F 
Pi 
___-__ 
bzw. 
Minimum | 42 in XE | AV in eV i ev 
? 
K 6,5 -15,7 —15,3 7,1 -173 
5,7 -13,8 —13,5 6,4 -15,5 
yy 0 0 0 0 0 
= - 39 9,4 9,2 - 37 8,9, 
m. - 6,4 15,5.. 15,1 — 66 16,0 
a — 9,2 22,2 21,6 - 89 21,6 
-14,0 33,9 33,1 33,9 
met -15,1 36,5 35,6 -15,1 36,5 
| -185 45. | 44 —20,8 50 
| 2B 71 90 
| +52 126 123 —55 | 133 
|  -60 145 142 135 
: 
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Abb. 3. V K-Absorptionskante von VO,. 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 


Abb.4. V K-Absorptionskante von V,O,. 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 


Abb. 5. V K-Absorptionskante von V,0,. ; 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 : 


Au 
= m | | 
4 
ey: 
= 
ae 
> 
ove 
= 


das Gitter von TiC[a = 4,31 AE))J] umgerechnet. 


Feinstruktur der VK-Kante von VO, mit denen der Ti K-Kante 
von TiO, (Rutil) vergleichen zu können, 


multipliziert. Dieser Faktor ist das Verhältnis des Ausdruckes Bere 
für das VO,-Gitter [a = 4,54 AE, c = 2,88 AE%)] zu demjenigen für 
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kante bei VC [Gitterkonstante a=4,15 und VN(a=4,18 AE)) 
nach Gi. (1) in I durch Multiplikation mit kei; aif 


4,31 431 


Die MeBergebnisse an Vanadindiozyd VO, und Vanadinpent- 


_ otyd V,O, zeigen Abb. 3 und 4 sowie Tab. 3. Um die Abstände der 


Abb. 6. V K-Absorptionskante von V,§,. 
Originalaufnahme 2-fach b) 1:2 


) 
a) 


—>i 


Abb. 7. V K-Absorptionskante von metallischem V. 
) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 7 . 


16,5 
16,9 


1) W. Dawihl u. W.Rix, a.a. O. 


2) Strukturbericht Bd. I, 8.158 u. 211. 1931. a. “we 
Annalen der Physik. 6. Folge. 42. 
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das TiO,-Gitter [a = 4,58 AE, c =-2,95 AE). Auf diese Weise?) ist 
auch bei tetragonalen Kristallgittern eine Reduktion der Abstände 
nach GL (1) in I und damit ein quantitativer Vergleich der Fein- 
strukturen möglich. V,O, läßt sich mit keinem der hier und in I 
untersuchten Stoffe vergleichen. 

Die Feinstrukturen der V K-Absorptionskante von Vanadin- 
triozyd V,O, und Vanadintrisulfid V,S, sind in Abb.5 und 6 wieder- 
gegeben. Die Ergebnisse der Ausmessung sind hier mangels passender 


Tabelle 4 


Abstände der Maxima und Minima von der V K- -Absorptionskante: 
bei metallischem Vanadin (Pulverschicht). 


Maximum | Metallisches Vanadin Maximum Metallisches Vanadin 


Minimum | 44 in XE | 4V in eV || Minimum || 4) in XE | 4V in eV 
K 0 0 — 60 145 
A - 5,5 13,3 > — 69 167 
a | —19,2 46,5 ö - 87 210 
B | -23,3 63,6 E -101 244 
ß | — 38,7 93,5 8 -117 283 
ce | 123 


Die Feinstruktur der K-Absorptionskante von metallischem 
Vanadın (Abb. 7, Tab. 4) kann wegen der kubisch-körperzentrierten 
Gitterstruktur mit keiner der hier und in I mitgeteilten Feinstrukturen 
verglichen werden. Die Pulverschicht, mit der die hier wiedergegebene 
Aufnahme hergestellt wurde, enthielt etwa 2°/, Verunreinigungen. 
Bei der großen Reaktionsfähigkeit des Vanadins mit Sauerstoff, 
Stickstoff und Kohlenstoff bestand vermutlich ein Teil des Präparates 
aus Vanadinoxyden, Vanadinnitrid und Vanadincarbid. Es ist möglich, 
daß reinstes Vanadin eine etwas abweichende Feinstruktur ergibt; 
eine diesbezügliche Nachprüfung ist eingeleitet. Das von de Kronig’) 
vorgeschlagene Experiment wird zweckmäßig an dünnen Folien aus 
dem nach van Arkel und de Boer*) hergestellten duktilen Vanadin 
ausgeführt. 

IV. Diskussion 
In Abb. 8 sind die Abstände der Maxima und Minima der Fein- 


struktur der V K-Absorptionskanten von VC und VN zusammen 
mit denen der TiK-Kanten der isomorphen Gruppe TiN und TiC 


1) Strukturbericht Bd. I, 8. 155 u. 204. 1931. Rn, 

2) Vgl dazu J. Veldkamp, Diss. Groningen 1934. sr 
3) R. de L. Kronig, a.a. 0. x 
4) Vgl. A.E. van Arkel, Reine Metalle, Berlin 1939. 8. 222. 
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aus I im EnergiemaBstab (eV) dargestellt. Die bei den ersten drei 
Verbindungen gemessenen Abstände sind durchweg auf das Gitter 
von TiC umgerechnet (vgl. Tab. 2 und I, Tab. 3). Innerhalb der 


| 
| | {i | | 
BER 
| | II | | | | 
L 1 
200 750 700 E77 


Abb. 8. Abstände der Maxima und Minima in eV von der Ti X-Absorptions- 
kante bzw. V K-Absorptionskante bei TiC, TiN, VC und VN (die Abstände 
der letzten drei Verbindungen umgerechnet auf das Gitter von TiC, vgl. Tab. 3 
in I und Tab. 2) 


D 
L | 
j £ d Qa Y 
1 a 
750 700 50 


Abb. 9. Abstiinde der Maxima und Minima in eV von der Ti K-Absorptions- 
kante bzw. V K-Absorptionskante bei TiO, (Rutil) und VO, (letztere umgerechnet 
auf das Gitter von TiO,, vgl. Tab. 4 in I und Tab. 3) 


Meßgenauigkeit stimmen die vier Feinstrukturen quantitativ überein, 
wenn man die vier Hauptkanten nicht zusammenfallen läßt. Die 
Unterschiede in der Lage der vier Hauptkanten sind nach Unter- 
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suchungen von Veldkamp!) an Metallen und Legierungen auf die 
verschieden großen inneren Potentiale der vier Gitter zurückzuführen. 
Messungen von anderer Seite (z. B. aus Elektroneninterferenz- 
aufnahmen) liegen darüber nicht vor. 

In derselben Art der Darstellung zeigt Abb. 9 die Ergebnisse 
der Untersuchungen an der isomorphen Gruppe VO, (vgl. Tab. 3) 
und TiO,, Rutil (vgl. I, Tab. 4). Hier herrscht befriedigende Über- 
einstimmung ohne die Annahme verschiedener Werte für das innere 
Potential der beiden Gitter: 


V. Zusammenfassung 

1. Mit einer früher beschriebenen Apparatur wird die Fein- 
struktur der V K-Absorptionskante von metallischem Vanadin, 
VC, VN, VO,, V,O,, V,O, und V,S, untersucht. 

2. Die Feinstrukturen der V K-Absorptionskanten der iso- 
morphen Gruppe VC und VN stimmen nach Umrechnung auf gleiche 
Gitterkonstanten untereinander und mit den Feinstrukturen der 
Ti K-Absorptionskanten der Gruppe TiC und TiN quantitativ überein. 
Auch die Feinstruktur der V K-Kante von VO, und der Ti K-Kante 
von TiO, (Rutil) sind nach Reduktion auf gleiche Gitterdimensionen 
einander gleich. Damit ist auch für diese Fälle die Theorie von 
de Kronig bestätigt. 

3. Für die von de Kronig vorgeschlagene Untersuchung über 
das Verhalten der Feinstruktur von Röntgenabsorptionskanten beim 
Eintritt der Supraleitung sind von den hier untersuchten Stoffen 
geeignet V und VN, ersteres wegen seines hoch liegenden Sprung- 
punktes besonders gut. 


Herrn Prof. Dr. G. Joos sage ich für die hilfreiche Förderung 
der Arbeit auch an dieser Stelle herzlichen Dank, ebenso meiner 
Frau für ihre Mithilfe bei den Belichtungen. 

Der William G. Kerckhoff-Stiftung zu Bad Nauheim danke 
ich für die Bereitstellung von Mitteln zur Beschaffung wichtiger 
Apparate. 


1) J. Veldkamp, a. a. O. 


Oktober 1942. 


(Eingegangen 1. November 1942) 


nun en d 42. 1942/43 
| 
: 


Röntgenographische Fouriersynthese 
von Oxalsdure-Dihydrat 


(Mit 8 Abbildungen) 


Röntgenographische Untersuchungen am Dihydrat der Oxalsäure 
sind von Zachariasen!) und von Robertson und Woodward?) 
ausgeführt worden. Zachariasen kommt auf Grund seiner Unter- 
suchungen zu dem Schluß, daß im wesentlichen zwar ein Ionengitter 
vorliegt, gebildet aus Oxalat- und Oxoniumionen, daß aber auch 
eine Resonanz nach dem Dihydrat anteilig sein könne, während R. 
und W. eine Wasserstoffbindung zwischen dem Kristallwasser und den 
Oxalsäuremolekülen annehmen, die sie folgendermaßen formulieren: 


HO 0 HO 0 
OH, H0. <—> OH \HO. 
So/7 NoH Neo? 


Diese Resonanzstruktur leiten sie daraus ab, daB die von ihnen 
durchgeführte Fouriersynthese einen Abstand des Wassermoleküls 
von dem doppeltgebundenen Sauerstoffatom aufweist, der nur etwa 
2,5 A beträgt, also den normalen Abstandswert von 2,8—2,9 A er- 
heblich unterschreitet. Sie schlieBen ferner aus der Verschiedenheit 
der Abstände der beiden Carboxyl-O-Atome von ihrem zentralen 
C-Atom darauf, daß zwischen einfach- und doppeltgebundenem Sauer- 
stoff zu unterscheiden ist. Auf Grund der Parameterbestimmung 
von R. und W. geht die H-Bindung von dem doppelt gebundenen 
O-Atom aus. Daneben ist ihnen die Tatsache, daß die 2 Kohlenstoff- 
atome nur 1,48 Ä Entfernung voneinander besitzen, ein bündiger 
Hinweis auf das Vorliegen einer Mesomerie der Oxalsäurestruktur, in 
der von ihnen angegebenen Formulierung. Wir haben daher diese 
Substanz als Untersuchungsobjekt gewählt, um nach Möglichkeit die für 
eine Wasserstoffbindung typische Elektronenverteilung zu ermitteln. 

Geeignete Kristalle stellten wir uns durch Auskristallisation *) aus 
wäßrigen, schwach mit Schwefel- oder Salpetersäure angesäuerten 


9 W.H.Zachariasen, Ztschr. f, Kristallogr. 89. 8. 442. 1934. 
2 2) J. M. Robertson u. J. Woodward, Journ. chem. Soc. (London) 1936, 


1817; in folgendem als R. u. W. abgekürzt. 
3 H. Hoffmann u. H. Mark, Ztschr. phys. Chem. 111. 8. 321. 1924. 
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Lösungen her. Dabei werden neben anderen Formen insbesondere 
auch nadelförmige Kristalle nach der b-Achse erhalten. Da uns in 
erster Linie eine Projektion des Gitters parallel zur b- Achse 
interessierte, schienen diese nadeligen Kristalle besonders geeignet 
für unsere Untersuchungen. Um die Absorptionskorrektur einfach 
zu gestalten, haben wir einen derartigen Kristall zunächst so ab- 

geschliffen, daß man einen quadratischen Nadelquerschnitt erhielt 
DB und dann durch weiteres Abschleifen die Kanten so abgerundet, daß 
mit großer Näherung ein zylindrischer Kristall von einem Durch- 
messer 2,46 mm entstand. Dieser Kristall wurde in einen mono- 
_ chromatischen Primärstrahl von rechteckigem Querschnitt gebracht, 
der so gestaltet war, daß er in einer Ebene senkrecht zur Zylinder- 
achse (b-Achse) über die Grenzen des Kristalls hinaus ausgedehnt war 

und eine gleichmäßige Intensitätsverteilung aufwies. In Richtung 
senkrecht dazu hatte der Primärstrahl eine Ausdehnung von größen- 
_ ordnungsmäßig 1 mm. Die Intensitätsverteilung in dieser Richtung 
war ungleichmäßig, was aber keine Rolle spielte, weil immer das 
gleiche Kristallvolumen für die Messungen benutzt wurde. Diese 
Methode der Kristallausleuchtung wird zweckmäßig als „partielle 
_  Bademethode“ bezeichnet. Die Absorptionskorrektur hat in diesem 
Fall die gleiche Form wie für einen zylindrischen Pulverstab und 
konnte daher an Hand der Claassenschen Funktion berücksichtigt 
werden )). 

my, Der Absorptionskoeffizient konnte an einer Nadel schlecht be- 
stimmt, werden. Er wurde daher an einem blättchenförmigen Kristall 
für Mo-K,-Strahlung zu 1,72 ermittelt. (Mittelwert aus den Meß- 
ER werten 1,72; 1,75; 1,72; 1,69). 
Zur; Die Extinktion wurde unter Verwendung von Cu-K -Strahlung 
.durch Vergleich mit Pulverreflexen an 2 Debye-Scherrer-Ringen be- 
stimmt, von denen der erste den koinzidierenden Reflexen (101) 
und (0 0 2) entspricht, der zweite dem einheitlichen Reflex (101). Als 
_ Absorptionskoeffizient für die Cu-K,-Linie wurde am zur Reflexions- 
_ messung benutzten Kristallpulverpräparat u = 15,1 gemessen. Auch 
eg bei den stärksten Reflexen ist der Extinktionseinfluß nur von der 
gleichen Größenordnung wie die normale Absorption. Wir konnten 

_ daher die Extinktion überall aus der durch Vergleich mit den Pulver- 
_ reflexen bestimmten Extinktionskonstanten von g = 1000 nach dem 
-Robinsonschen Verfahren beriicksichtigen’). 

{ Zur Gewinnung des Absolutanschlusses wurde der Oxalsäure- 

reflex (002) mit dem seiner Intensität nach bekannten Reflex (4 0 0) 


1) Vgl. Internationale Tabellen II, S. 584. Fan 5! 
3f 


2) Vgl. Ann. d. Phys. 34. 8. 401. 1939. REEL os yeaa 
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einer polierten Steinsalzwürfelfläche verglichen. Die Messung er- 
folgte so, daß der Primärstrahl mit seinem ganzen rechteckigen 
Querschnitt an der Steinsalzfläche zur Reflexion kam. Die Tatsache, 
daß der Oxalsäurezylinder aus dem Querschnitt des Primärstrahles 
nur den Teil herausschneidet, der seiner Zylinderbreite entspricht, 
wurde entsprechend berücksichtigt. Die so erhaltenen Intensitäts- 
werte sind in Tab. 1 zusammengestellt. 


Be; Auswertung der Meßergebnisse 
a Zur praktischen Durchführung der Rechnung ist folgendes zu 
'erwähnen: Die kristallographische und strukturelle Zelle (a = 6,12; 
b = 3,60; c = 12,03; 3 = 106,20) ist für die Rechnung nicht be- 
sonders bequem. Wegen der Symmetrie (Raumgruppe Co. — P2/n) 
erscheint in der Projektion nach [0 1 0] der Zellmittelpunkt identisch 
mit der Zellecke und man kann dahn durch eine einfache Trans- 
formation auf Achsen a’, c’ zu einer Zelle übergehen, die nicht nur 
fast rechtwinklig ist, sondern auch in ihrer Struktur zwei Pseudo- 
Spiegelebenen enthält, so daß diese Projektion fast wie die eines 
rhombischen Kristalls aussieht. In den F-Werten äußert sich diese 
Pseudosymmetrie dadurch, daß für alle starken Interferenzen F (h’o 1’) 
und F(h’ o/’) nach Betrag und Vorzeichen sehr nahe übereinstimmen, 
so daß, wenn man die beiden entsprechenden Fourierterme zu- 
sammenfaBt: 

F (h’ ol) cos h’ +21) + Fih' cos h’ — 

=[F (hol) + F(h' cos 2n x’ h’cos2n 

der Sinusterm sehr klein wird. Man kann somit die Projektion zu- 
sammensetzen aus einem starken Anteil von rhombischer Symmetrie, 
bestehend nur aus Wellen der Form (cos2rnh’z’.cos2nTz‘) und 
einem kleinen Korrekturanteil aus Wellen (sin 22h’ x’ - sin 2aI' 2), der 
die Abweichungen von rhombischer Symmetrie zum Ausdruck bringt. 

Die Transformationen von den kristallographischen Achsen 
die Achsen der a’ sind: 


und die Achsenlängen und Winkel: Bear, 


Auch diese „Zelle“ der Projektion nach [0 1 0] ist zentriert, d. h. auch 
in den Indizes (ho?) treten nur solche Kombinationen auf, für 
welche h’ und !’ entweder beide gerade oder beide ungerade sind. 
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Tabelle 1. Meßdaten für die Zone [019 

Es sind für jeden Reflex angegeben: 1. Die Intensität, J - 10°. Eingeklammem 
aus urabhängigen Pulveraufnahmen. 2. Der F-Wert mit Vorzeichen. Wy 
synthese gewählte. 3. Der Betrag des F-Wertes nach R. u. W. Diese Zahlen sid 
bezogen sind (F,.. = 66), die von R. u, © 


0 ‚45 4,14 8,60 56,0 
0 0 2,0 5,0 +5,6 +10,5 
0 | — | 32] 55 | 232] 11,2] erg 
1 0 0 5,8 -23,0 2,4 +83 
_ 15}, — 0 _ ‚141<2,5 36,0} 2,0 | 5,36 89 
2 -18 0 -0,9 +11,7 -30 LG 
27] — |: 115|<3 5,00] 13,8] 27,0 | 25 | 5@ 
3 -1,3 -17 2,9 +48 | +8,7 +27 
= 10) — | 0 |.— | 633] 45 | 3,15) 90 | 1300} gp 
4 0 -6,1 -3,4 -21,9. 
42 | 298] 25 | 15,2] 215 
5 0 +2,6 +1,2 8 6,8 J 
— } 618] 30] o 7,0] 2,10] 169 
18} 42 | 19,3/<25 92] 1,5 | 147 
7 0 0 —4,0 -102 33 —-8 
Se 41] — | 1,17]: 11,0] 1,31] 28 | 
sl 0 0 +1,9 -2,7 +2,5 -18 
- 10T. — 481<28 | ,37/<2,5 | 23,51<22 | 48 
9 0 , +2,0 +14 +10,5 -43 
lo} — ‚12|<3 33] 10,5] 4,96] 42 
10 | 0 0 +1,0 +0,9 -13 48 
‚34 4072| — 301<2,5 | ‚| 42 | 
12 +2,9 +3,0 2; 0 +2,7 
| zerl<2s | ‚ol<a 18 
13 0 0 0 -46 -0,8 +1 
14 0 0 +14 -15 +3,6 
15 +2, +3, +74 
0 — 45) — | 2,57 +h 
16 0 -3,0 +22 +12 +48 
+2, 0 -ly 
17 Tr wae tol.) zum 
18 0 +3,5 0 +21 -— 
20 -1,2 0 —2,7 Oi 
+ 
-2,3 0 0 — 
Pr 0 0 0 


860 
Werte b 
die Hal! 
angegeb 
| (38,3 
| + 6,0 
5,2 
| 10,9 
a 
4,0 
54,7 
+13,2 
| 13,5 
| 13,6 
| - 7,2 
8,0 
| 
15,2 
- 88 
- 
99 
-25 
| 2,5 
| 1,03 
| -1,0 
0 
0 
‚12 
+1,2 
0 
0 
5 24 
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von Oxalsäure-Dihydrat 

Werte bedeuten, daß F nicht aus diesen Messuugen verechnet wurde, sondern = 
doppelte Vorzeichen angegeben sind, ist das obere das endgültig zur Furierr = =— 
die Hälfte der a. a. O. angeführten, da unsere F-Werte auf ein Molekül 0,0,H, 
angegebenen auf die ganze Zelle mit 2 Molekülen 


9 | 10] 
8,60 4,14 45 0 
+5,6 —2,0 0 0 
55 | 4,87] 3,2 0 — 24) — 0 
+4,9 0 +1,6 0 1 
2,78) 4,2 16) — 0 0 
—3,4 1,0 0 0 2 
32 | 9,24/<28 | 0 0 ‚09 
+7,7 0 0 +1,1 3 
18,6] 5,5 | 6,06) — 0 = 0 _ 
+ 9,5 +6,7 0 le 0 4 
9,5] 2,97] — 0 _ 0 _ 
+4,4 0 0 5 
0 2,5 0 — 22 — 0 
0 0 -1,6 0 6 
<2,5 88} — 14) — 0 
+2,6 +1,2 0 7 
5,23] — — 21 
—6,0 +1,5 ——i+1,1 +1,7 8 
3,8 12} — 0 0 _ 
-1,0 0 0 9 
0 1,10] — 0 
0 +3,6 0 10 
0 0 > 
0 0 11 
64] _ — ‚13 
2,4 1,1 1,4 12 
0 
0 13 
1,20] _ 0 
‚6 0 14 
69} — 15 
—2,0 16 
‚36 
0 18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 


| | | | . 
[0 10 
2 
en sind | 
— u | 
| 
(678) 
+83 | 
5,421 
+21 
20 | 
68 
68 | 
4,36 
-42 | 
42 | 
| 
105 | 
18 | 
+1 | 
<28 | 
1,8 | 
+4, | 
| 
+3,2 | 
+18 | 
| | | | 
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Die Beziehung beider Zellen ist in Abb. 1 dargestellt. Die Projektion 
der Ladungsdichte in Abb. 2 und Tab. 2 ist nach den Achsen a’ ¢’ 
orientiert. 


Abb. 1. Beziehung der kristallographischen Achsen a, c zu den Achsen der 

Rechnung, a’, c’, nach denen auch die Projektion Abb. 2 orientiert ist. Die 

offenen und die schraffierten Kreise stellen Moleküle dar, die durch eine Gleit- 

spiegelebene parallel der Zeichnungsebene ineinander übergehen, und die daher 
in der Projektion identisch erscheinen 


Abb. 2. Oxalsäure-Dihydrat, Elektronendichte, projiziert nach [010] 


In der Projektion nach (010), vgl. Abb. 2, erkennt man deutlich 
das Molekül C,O, sowie die isolierten Gipfel, die als Kristallwasser 
zu deuten sind. Es ist ein merklicher Unterschied vorhanden zwischen 
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den Carboxyl-O-Atomen, die, abgesehen von ihrer Bindung an das 
_ C-Atom, im wesentlichen kugelförmig erscheinen und dem H,O- 
Molekül, das Störungen dieser symmetrischen Form bis hinauf zur 
Höhenlinie 2 oder 2,5 zeigt, offenbar infolge von bestimmten Vor- 
zugslagen der H-Atome. Eine gewisse Störung der Kugelform ist 
ferner noch bei dem .einen der beiden O-Atome zu erkennen, wo 


Abb.3. Oxalsäure-Dihydrat, Gitterzeichnung in Projektion nahezu parallel (010). 


Volle Kreise C, leere Kreise O und OH, doppelte Kreise H,O bzw. H,O*. 
Die H-Brücke ist durch einen kleinen Kreis in der Mitte der Verbindungslinie 


x markiert. Die kristallographische Zelle ist durch eine gestrichelte, das in 
Be: Abb. 2 dargestellte Gebiet durch eine glatte Doppellinie gekennzeichnet , 


die Höhenlinien 1,5 und 2 deutlich in Richtung auf das nächst- 
benachbarte H,O ausgebaucht sind. Die gleiche Ausbauchung 
bemerkt man am gegenüberliegenden H,O-Moleküll Da — wie 
sich zeigen wird — auf Grund der Atomabstände an dieser Stelle 


die H-Bindung zu erwarten ist, scheint deren Kennzeichen im 


_ Elektronendichtediagramm somit eine Deformation der beiden ver- 
bundenen Atome in Richtung aufeinander zu zu sein. 
Zur genaueren Diskussion des Bindungstyps sind exakte Ko- 


5  ordinatenbestimmungen notwendig. Aus Abb. 2 entnimmt man zu- 
nächst die z’- und z’-Parameter für die Lage unserer Dichtemaxima. 
_ Umrechnung auf die kristallographischen Achsen ergibt daraus die 
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Ta- 
Elektronendichten in der Projektion 
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3 15,6614,8914,67 
7.26 | 7,33 6,5615,47|4,67 
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Zur Erleichterung des Vergleichs mit Abb. 2 sind die Gipfelpunkte der Atome 
durch fetten Druck hervorgehoben. Kleine Abweichungen von den Höhenangaben 
Rechnung. Die Zahlen der Tabelle sind in diesen Fällen die genaueren. 


> 
> 
= 
rs 
Gen 
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Werte z, z. Zum Vergleich sind in der Tab.3 8.366 die Werte von 
R. und W. mit angegeben. 


Der mittlere Fehler dürfte in z’ und z’ ungefähr + 0,0015 be- 
tragen. Das ergibt in = 5 82’ - 2’) einen Fehler von + 0,0025, 


in s=5(¢ +2) von + 0,0010. Man erkennt, daß die Über- 


einstimmung mit den Werten von R. und W. für OI und H,O gut 
ist; dagegen ergeben sich für C und OII Abweichungen, namentlich 
in den z-Komponenten, die weit über die Fehlergrenze hinausgehen. 


BISREERrZ 
& 


14-2442 


B 
|... 
von Oxal 
= 
1,10| ,98| ,91| ‚sel ‚sıl ,67| ,67| ,71| ,79 ,92|1,04| | 1,79 
1,12/1,03] ‚89| ,79| ‚20| ‚64| ,61| ‚62| ‚68| ‚78| ‚91j1,05| 1,17 1981,82| 
1,2211,03| ‚88| ‚75| ‚64| ,60| ,61| ,65| ‚80| ‚85 1,99 
1,1811,01| ‚85| ‚72| ‚64| ‚61| ‚66| ‚81 01 2,41 
1,12] ‚95| ,81| ,71| ,63| ‚Bol 3,07 
1,03| ‚76| ,68} ,65| ,70| ,83/1,05)1 66 3,86. 
‚92| ,79| ‚70| ‚63| ‚64| ,72| ‚901,201 5,5314,51 
‚8a| ‚70| ,61| ‚57| ‚59 ‚9611,37|1 | 4,87 
0374| ‚63| ‚56| ‚53| ,56) ‚7111,0311,57 5,8414,80 
‚60| ‚54| ,52) ‚57| ,75/1,14/1,81/2 
‚60| ‚56| ‚54| ‚59| ,79/1,25/2,01/3 4.223,66 
‚58| ‚55| ‚53| ‚59| ‚8211,3212,20| 3 3.202,92 
0,541 ‚52| ‚öul ‚58| ‚8311,3512,2 2319,27 
‚46| ‚50| ,48) ‚58| ,83/1,31/2,1 1,6511,70 
45} ‚All ‚47| ‚48| 68) ‚8311,2511,9 1011,32 
‚36| ‚44| ‚50| ‚8411,1711,7 1,30] 1,04} 9811,09 
‚32] ‚43| ‚53| ‚66) ‚83]1,0611,4 1,09| ,90} 37 ‚94 
0,28] ‚29| ,41! ‚65| ‚8| ,93/1,2 | 83) ‚85 
‚29 ‚36 ‚50) ‚61) ‚20| ‚9 77] 73| 
728] ‚29| ‚38] ,48) ‚57| ,63) ,71) ‚8 ‚a 10} ‚76 
‚34] ‚46| ‚48) ‚56 ,68) ‚7 
‚39| ‚50| ‚62| ,69) ‚7 
48} ‚45| ‚52 58) ,66| ,66) ‚7 
48) ‚48! ‚62| ,68) ‚73| ‚80 
0,541 ‚53] ‚54| 60] ‚66| ‚71| ‚74| ‚81 
66) ,72) ,79) ,84) ,87) ‚88 
881 ,26| 1 
‚87| ‚99 1,1211,2211,2911,32)1,37 1 ‚4 
1 46 
‚36 
4 21 
6,35 26 
7,55 | 29) ‚32 
96 2012 40 | | 37| ‚40 
1,1011,32|1,68 a7 
sowie ds 
in Abb. 
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belle 2 
yon Oxalsiure-Dihydrat nach-[0 1 0] 


1,% 191 1,79|1,60|1,39] 1,23|1,11/1,04| ‚92| ,79| ,71| ,67| ,67| ‚za| ,81| ,86| ‚gı| ‚sslı,10 

2,04) 11,14 1,02] ‚98| ’79| 377) ‚85| ‚89| ‚91) ‚91 | 92/1; 

2,94 2411.91 1,46 1,33) 1,28| 1,27|1,19|1,17| 1,19] 1,09] 1,00| '93| ‚89 | ‚83| ‚77 | ‚77 
3,85 3913,07 2,321, 77|1,47|1,40 1,39) 1,41 |1,37/1,24/1,16/1,05| ‚97| ‚u2) ‚85| ,79| ‚21 | ‚65 
4,98), 1,65| 1,54) 1,53] 1,55/1,50| 1,41/1,29/1,13|1,00| ‚76 | ‚za | ‚63 | ‚58 

5,88 8381,51 13,242, ‚93) ‚82| ‚70| ‚58 | ‚50 

3,87 2,10) 2,03 | 2,16 | 2,29 | 2,28] 2,10/ 1,80) 1,48) 1,21/ 1,01) ‚85 | ‚70| ,55| ‚45 

3,24 2,422.53 | 2,84) 3,10) 3,05 |2,77| ‚70| ‚54 | ‚43 

5,56 ‚872,82 3,23|3,82|4,24 4,22 |3,71|2,95 ‚92 | ‚71 | ‚46 

1,52 294 3,27 | 4,06 ‚93 | ‚70| ‚49 

3,41 96| 3,68 |4,87 | 6,14|6,96 | 6,80 5,93) 4,50 3,10 2,03/1,36| ‚94 | ‚69 

46 89} 3,95 | 5,45 | 6,99/ 7,95 | 7,74 | 6,72) 5,05 | 3,42|2,19/1,40| ‚94 | ‚68| ,53| ‚47 

1,76 20) 3,97 | 5,63 | 7,29 | 8,31 | 8,09 ‚91 | ‚62| ‚,49| ‚42 

31 2.46 3'73 5,36 6,96| 7,91 | 7,72/6,61/ 4,91 | 3,28/ 2,06] 1,26] ‚83 | ‚56 | ‚42| ‚35 

04 2,16) 3,31 | 4,74| 6,10] 6,83 6,72|5,74| 4,24 | 2,85/1,80/1,12) ‚73 | ,51| ‚37| ,28 

90 1,87 2,75 | 3,94 | 4,86 | 5,53 | 5,34 | 4,57 /3,44|2,34/1,50| ‚95| ‚62| ,44| ‚32| ‚24 

2,33 8,95 £80607 $40 1,87 ‚”9| ,52| ,37 2 ‚24 

,91 | 2,49 | 2,92 ‚69| ‚45 | ,29| ‚26| ‚24 

‚2 1,60 1,71|1,30| ,93| ‚61| ‚38| ‚27 | ‚24 

‚86 68) ‚74| ‚89 1,12 ‚82| ‚5al’,34| ‚24 | ‚22| ‚24 

(64) ‚73| ‚8711,04 1,23/1,41| 1,57) 1,61 1,60|1,50)1,23|1,00| ‚74| ‚51| ‚34 | ‚25| ‚24 | ‚28 

85 98 110 1,28 /1,84 1,40 187 1,23|1,07| ‚89| ‚68| ‚51| ‚33| , 35 

‚23| ‚82, 94! ,99/1,07/ 1,16/1,20|1,18}1,08| ‚96| ‚82| ,67| ,54| ,44| ‚41! ‚4 

63} ‚97/1.0311,07 1,0611.00| ‚91, ‚sı) 258] ‚52 | 347 

61 ‚66 ‚75| ,82| 88) 94) ,98/1,03/1,04]1,01| ‚95| ‚84| ‚73| ‚62| ‚56| ,51| ‚50 
58 63) ‚73| ‚92| ‚78| ‚66| ‚56| ‚51| ‚48| ,49 
53 53] ‚70| 85) 1,08) 1,17] 1,23 | 1,28)1,19/1,03| ‚91| ‚69| ‚56| ‚48| ‚44| ‚46 

145 54) ‚67| 84) 1,02) 1,18/1,31|1,43| 1,56] 1,51/1,39/1,19| ,97| ‚25] ‚58| ‚47 | ,41| ,43 

1 39} 46) ‚59| 80) 1,03) 1,25/1,47}1,65) 1,79] 1,81 |1,67/1,43/1,15| ,87| ‚66| ,44/ ‚45 

30} ‚36 ‚49 ‚7211,01 1,32| 1,65 | 1,96 | 2,20] 2,25/2,10|1,78|1,41/1,06| ‚79 |.,59| ‚45 | ‚50 

23 21} 24) ‚46| ,62| 1,00) 1,43 | 1,94/ 2,44 | 2,84 | 2,96/ 2,73 | 2,29/1,77|1,31| ,96| ,71| ,61| ‚58 

20 20) ,21| 36) ,61) 1,05! 1,64 | 2,38/3,18| 3,73 | 3,96 | 3,63 | 2,99|2,26|1,61/1,18| ,87| ,74| ‚65 

24 22) ‚26 ‚38| ‚661.17 1,96 3,00/ 4,08 | 4,97 | 5,27] 4,84) 3,87 | 2,87 | 2,02|1,44 11,13 | ‚86 
31} 320 ‚46| ‚76|1,36 2,35 | 3,70/ 5,23 | 6,29 | 6,68 | 6,0514,86| 3,54 |2,45|1,72 |1,27 |1,01 
137 ,40| ‚54| ,86) 1,55 | 2,72| 4,32/6,09| 7,43| 7,83 | 7,14 |5,70|4,14 2,87 /2,01 |1,49 |1,17 |1 00 
„40 il ‚97 1,71 |4,70|6,61 18,07 |8.49|7,76 6,20| 4,54 | 3,16|2,24 [1,68 |1,32 |1,10 


me sowie das Symmetriezentrum des C,0,H,-Moleküls (in der Mitte des oberen Randes) 
ben § in Abb. 2 beruhen auf Ungenauigkeiten der der Zeichnung zugrunde liegenden, alten : 


Eine genaue Prüfung gibt für die Bestimmung von R. und W. eine 
eigenartige Fehlerquelle. Wie man aus ihrer Tabelle entnehmen 
kann, haben sie in ihrer Reihe Fourierterme mit kürzeren Perioden 
als 0,85 A nicht mehr berücksichtigt. Nun bringt in einer zwei- 
dimensionalen Fouriersynthese ein Abbruch bei einer Periode d, ein 
System von ringförmigen Abbruchswellen um jedes Atom hervor von 
der Form 
1/4, 


adie. - fas fay. va, 


Ta 
tion 
— 


x = 
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Tabelle 3 
Parameter des Oxalsäure-Dihydrats. Erste Näherung 
wv f x z x | z 
(nach R. u. W.) 
Cc —,0014 ‚1024 — ‚0533 — ‚0367 ‚0508 
OI ‚1157 ‚1803 + ,0828 1478 ,1478 
OU — ‚0903 ‚1624 — ‚2172 ‚0350 
H,O | —,1384 ‚4945 —,4549 ‚1780 — ‚4520 ‚1789 


wo F (z) den F-Faktor des betreffenden Atoms an der Abbruchs- 
stelle, r den Abstand vom Atomschwerpunkt und J, die Bessel- 


Abb. 4. Projektion nach [010] nach R. und W. Die theoretische Lage 
der ersten Abbruchs-Ringwellen ist eingezeichnet zum Vergleich 
mit den Störungen des Untergrundes 


funktion vom Index 1 bedeutet. Das erste und höchste Maximum 
dieser Ringwelle (abgesehen von dem trivialen Maximum bei r = 0) 


liegt bei = 8,416 d.h. bei rmx = 1,576d,, dh. für einen 


Abbruch bei d,= 0,85: ruar = 1,340 A. Diese Abbruchswellen 
werden durch die Darstellung von R. und W. hervorragend be- 
stätigt. In Abb. 4 sind in die Projektion von R. und W. um die 
Atomkerne Kreise vom Radius 1,34 A gezeichnet worden, und man 
erkennt, wie fast alle Unregelmäßigkeiten des 

der Überlagerung dieser Ringwellen erklären lassen, = 
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Die H,O-Moleküle liegen in der Projektion so weit von den 


. a übrigen Atomen entfernt, daß ihre Lage von diesen Ringwellen nicht 
Bennenswert gestört sein dürfte. Ferner läuft der erste Abbruchs- 


ring um’ das C-Atom- fast genau durch den Mittelpunkt von OI, 
während er den Mittelpunkt von OII in geringem Abstand auf seiner 
Innenseite, den des zweiten C-Atoms auf seiner Außenseite läßt. 
Die Abbruchsringe um die anderen Atome verhalten sich am Orte 
des C-Atoms natürlich entsprechend. Nun werden, wie man leicht 


| B. einsieht, bei Überlagerung einer Welle über eine beliebige Massen- 


R verteilung alle Maxima dieser Verteilung in Richtung auf das nächst- 

gelegene Wellenmaximum hin verschoben. Eine Koordinaten- 
bestimmung aus der Fouriersynthese von R. und W. wird daher den 
Abstand C-OI ungefähr richtig, C-OII zu groß und C-C zu klein 
ergeben, ganz in Gieniiediniamee mit den Abweichungen zwischen 


unseren und ihren Parametern. Daß dabei die Abweichung bei C- 


größer ist als bei OII, ist leicht verständlich, da das niedrigere und 
flachere Maximum des C-Atoms von der stärkeren Abbruchswelle 
um OlI.natürlich stärker verschoben wird als das höhere Maximum OII 


von der schwächeren C-Welle. 


In unserer Rechnung sind durch Ausdehnung der Messungen 


4 bis @, = 0,5 A sowie durch einen zusätzlichen „Temperaturfaktor“ }) 


diese Abbruchseffekte unterdrückt. Dafür erscheinen freilich alle 


_ Atome in unserer Darstellung trotz der größeren Zahl benutzter 
a Reflexe flacher und breiter als bei R. und W. Eine genauere Be- 


trachtung unseres Diagramms zeigt nun, daß im allgemeinen unsere 
breiten Atome keine nennenswerte Ladungsdichte mehr am Orte 
ihrer Nachbarn haben. Nur C und OII erstrecken ihren Ladungs- 
abfall so weit, daß eine geringe Schwerpunktsverschiebung der heiden 
Atome aufeinander zu zu erwarten ist, 

Eine Berücksichtigung dieser Schwerpunktsverschiebung führt 
auf folgendem Wege zu Parameterwerten, die besser als die in der 
Tab. 3 angegeben sein dürften: Legt man einen Schnitt durch 
die Verbindung dieser beiden Atome (Abb. 5) und liest ihre Lage 
auf diesen Kurven nicht an den Maxima der Kurve ab, sondern an 
den Orten mit einer Tangentenrichtung, die sich aus dem Abfall 
der Atome nach außen hin ergibt, so erhält man die korrigierten 
Parameter, die wir für die besten Werte halten möchten: 


C: z = 0,0465; z= ,0511; 


OU: z = 0,2192; z = ‚0862. 
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1) Vgl. Ann. d. Phys. [5] 84. S. 398. 1939, 
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Nachdem sich so merklich andere Parameterwerte ergeben hatten 
als die von R, und W. gefundenen, erschien auch eine zweite Projektion 
nötig, um nunmehr auch noch die y-Parameter zu bestimmen und 
so die Diskussion der Atomabstände und des Bindungstyps neu zu 
begründen. Da es uns hier nicht so sehr um ein genaues Höhen- 
liniendiagramm ging, sondern vor allem um die Bestimmung von 
Atomschwerpunkten, stellten wir an die Genauigkeit der Messungen 


Nix 


4 Abb. 5. Profil der Ladungsverteilung Abb. 2 längs der Verbindungslinie C-OII, 

Zur Bestimmung der wahren Atomschwerpunkte müssen die Steilabfälle an den 

mutmaßlichen Atomschwerpunktorten gespiegelt werden. Sind diese Orte richtig 

angesetzt, so müssen hier die Tangenten der Profillinie und der gespiegelten 
Kurve parallel laufen 


2 geringere Ansprüche als gewöhnlich. Da unsere Messungen in der 
Zone [010] überall gute Übereinstimmung mit den F-Werten von 
R. und W. ergeben hatten, haben wir hier die Werte aus deren 
Arbeit zugrunde gelegt und nur noch so viele Reflexe mit größeren 
Glanzwinkeln hinzugefügt, wie man mit Molybdänstrahlung messen 
kann. Wir entgingen so der Notwendigkeit, an einem neuen Kristall- 
individuum die Extinktion zu bestimmen und die starken Intensitäten 
entsprechend zu korrigieren. Nun sind die meisten Kristalle von 
Oxalsäure-Dihydrat nadlig nach [0 10] ausgebildet. Jede Vermessung 
einer Zone, die senkrecht auf [0 10] steht, ergibt daher gelegentlich 
sehr große Absorptionswege, wenn der Primär- oder Streustrahl nahe 
aa parallel der Nadelachse verläuft. Um die mühsame numerische 
Auswertung dieser Absorption zu vermeiden, die .auBerdem sehr 
empfindlich gegen kleinste Dejustierungen wäre, wurde ein kleiner 
Kristall von gleichmäßiger Ausdehnung in allen Richtungen aus- 
gewählt, bei dem jede Absorption in den Grenzen der Meßgenauig- 
keit vernachlässigt werden konnte. Dieser Kristall hatte die Di- 
mensionen: a=11mm; b= 1,0 mn; 
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ebenfalls nach der oben beschriebenen partiellen Bademethode mit 
monochromatisiertem Primärstrahl ausgeleuchtet. Allerdings wurde 
dadurch auch die Intensität so gering, daß die kleinsten Fourier- 


| \ 
Y) 


(ff 


VN 


b) 


Abb. 6. Oxalsäure-Dihydrat, Projektion der Ladungsdichte nach [100], 
a) ohne Unterdriickung des Abbruchseffekts, 


b) mit Unterdrückung des Abbruchseffekts durch eine geeignete 
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perioden, die hier noch beobachtet werden konnten, merklich höher 
lagen, als in der Zone [010], nämlich bei etwa 0,66 statt bei 0;50 A. 
Nur ein vereinzelter Reflex mit 0,60 wurde noch gefunden. Auch 
innerhalb dieses Bereiches scheint die Empfindlichkeit nicht gleich- 
mäßig zu sein, wie eine Zusammenstellung der gefundenen und der 
nicht mehr meßbaren Reflexe erkennen läßt (vgl. Tab. 4). Es wurden 
über den von R. und W. vermessenen Bereich hinaus bei kleinen 
Indizes k und großen | wesentlich mehr Reflexe gefunden als bei 
großen k und kleinen (Fir ks3, 1< 10: 9 gefunden, 8 nicht 
gefunden, für k=4, 1210: 2 gefunden, 13 nicht gefunden.) Wahr- 
scheinlich wirkt sich hier die Tatsache aus, daß die innerhalb der 


Abb. 7. Gitterzeichnung in Projektion nahezu parallel [1 00) Markierung wie 
in Abb. 3. Der gekennzeichnete Bereich hat die Länge c, die Höhe 2b 


Molekülebene erfolgenden thermischen Schwingungen bei Zimmer- 
temperatur nur schwach angeregt sind. Daß es sich um einen der- 
artigen Temperatureffekt handelt und nicht um wahre Intensitäts- 
verhältnisse, erkennt man aus der Fouriersynthese Tab. 5a und Abb. 6a 
die ohne Unterdrückung des Abbrucheffektes durchgeführt wurde: 
Die Abbruchsstörungen sind hier nicht, wie üblich, Ringwellen um 
die Atome, sondern ein System von Hügelketten und Tälern, die 
vorzugsweise parallel der b-Achse streichen. Für die Bestimmung 
der y-Parameter, die ja eigentlich durch diese Projektion erreicht 
werden sollte, sind wir daher nicht glücklicher daran als R. und W. 
Wie bei ihnen sind die Atome C und OII nicht aufgelöst und müssen 
auf rechnerischem Wege getrennt werden. Leider ist dieses Ver- 
fahren nicht sehr eindeutig') Um die gegebenen Möglichkeiten ein- 


1) Vgl. die nachstehende Arbeit C. Herma 1 
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zuengen, haben wir daher von der Tatsache Gebrauch gemacht, daß 
die Trennung zu einem, folgenden Bedingungen genügenden Ergebnis 


führen muß: 


MPFOOON 


Band 42. 1923 


Nr 


ö. Folge. 


Tabelle 5a 


Ladungsdichte im Ozalsäure-Dihydrat, nach (100) projisiert, 


1 man 


QROAVAMN HH DSM 
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2. Die Elektronenzahlen der beiden rotationssymmetrischen 
Ladungsberge, in die das unsymmetrische Gebirge der Projektion 


zerlegt werden soll, sollen etwa im Verhältnis 8:6 — 1,33 stehen?) 
1) Das dargestellte Gebiet ist das gleiche, das in Abb. 6a Höhenangaben 


trägt. Zur besseren Orientierung sind die Gipfelpunkte der Ladung sowie das 


Molekülzentrum durch Fettdruck ausgezeichnet. 
2) In der Projektion nach (010) ergibt sich aus unserer Messung ein 


3. Die Halbwertsbreiten des C- und OII-Gipfels sollen unter- 
Verhältnis der Höhen von 1,31, aus der Darstellung von R. u. W. von etwa 1,4; 


einander und auch der des OI-Gipfels ungefähr gleich sein entsprechend 


1. Die Carboxylgruppe muß eben werden. 


Annalen der ‚Physik 


Linie das Molekül als Ganzes bewegen und daß Deformations- 
schwingungen innerhalb der Carboxylgruppe bei Zimmertemperatur 
nur eine untergeordnete Rolle gegenüber den Translationsschwingungen 


spielen. 
nimmt man die Halbwertsbreiten als gleich an, so entsprechen diese Zahlen 


der plausiblen Annahme, daß die thermischen Schwingungen in erster 
unmittelbar dem Massenverhiltnis. 


| 
3 
1,5/1,2| ,7| 3 -3| ‚ol 2,4| 7,7! 13| ,8| ,7 2 
F 131,1 ‚5 ,0 2| 2,3| 2,8-2,0| 1,4] 4,5| 8,01 9,8 2,611,911,3 ‚46 
1,5 | 1,5 |2,0| 2,9} 6,2110,1111,6 3,8/2,7/1,8 8 
9| ‚6 8 1,0) 1,1 1,5| 1,6 11,8, 3,3| 6,7|10,4/11,9 4,212,611,6 85 
1,7| ,8} ‚8 1,3 1,8] 1,6 2| 1,5|2,0| 3,4) 6,0) 8,9/10,1 3,1|1,4| 9 1,25 
291,1] ,8| 1,6) 2,1] 1,9 2| 1,8 /2,6| 3,6| 4,8] 6,2] 6,8 1,4) ,1] ‚3 1,68 
3,811,4| 1,0) 1,8) 2,4] 2,0 2| 2,0 |3,2| 3,91 4,0] 3,8) 3,6 4 2,04 
4,011,6| 1,3) 2,2| 2,6] 2,0 9| 1,9/3,7| 4,8) 4,5| 3,3) 2,2 ‚511,0 2,21 
3,511,5| 1,41 2,2] 2,4| 1,8 8| 2,114,5| 6,7] 7,3] 2,6 ,411,511,5 2,18 
281,2) 1,41 2,01 2,0] 1,6 4| 3,0 16,2] 9,7| 9,9| 7.5| 4,0 61,811,4 2,0% 
2,4/1,2) 1,9] 2,5) 2,3] 1,9 5| 4,4/7,8 11,3)12,2| 9,5| 5,2 91,1] ‚9 1,94 
2,22,1| 3,6| 4,3) 3,9} 3,2 5 | 5,0 11,812,1| 9,8] 5,7 5 1,8t 
2,2/3,6| 6.1| 7,3) 6,4] 5,1 9| 4,5 16,4| 9,5) 8,1] 5,3 3) ‚3 ‚7 1,88 
2,2/5,0| 8,5| 9,8) 8,6| 6,4 3,7| 3,4 4,1] 5,0 6,0) 5,4) 4,2 9} ‚811,3 1,8¢ 
2,415,9| 9,7/11,0) 9,4] 6,7 3,0| 2,3 |2,4| 3,0 3,2) 3,0] 2,7 1,94 
2,816,6110,2 11,3] 9,4 | 6,4 2,1| 1,4 11,6 2,1] 1,5) 1,2 ,2)1,111,6 2,08 
3,5[7,3110,7111,5| 9,5 | 6,2 1,1| ‚91,11 1,0 1,9] 1,00 ,3 21,01 ‚9 2,18 
4,0/7,9111,1111,9110.0| 6,3 2|-,4| ‚6| 2,0) 1,01-,0 „3 2,2] 
3,817,5110,6111,6| 9,8] 6,2 3|-,8| 1,0 2,0) 1,01-,1 7| ,4| 4 2,0. 
2,9/5,7| 8,4| 9,6) 8,4| 5,2 2|-,2| 1,8) 1,8 1,0) ,1 ‚411,611,0 1,65 
1,713,4| 5,3] 6,4| 5,8| 3,4 2| ‚8116| 1) 1,3] 1,0) ‚6 ‚211,311,5 12 
‚91,6 2,7] 3,51 3,2] 1,5 1,7201 1, ‚6| 1,2] 1,8 ‚21,4 8 
‚91,0 1,3] 1,71 1,4] ,3 0} 22118 ,3| 2,01 3,5 ‚2| ‚9 
131,11 9 8 5} 2,5 |1,6) 8} 3,6] 5,5 ‚5 
1| 38 |1,8| [ol 24] 5,81 7,7| ii 
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Tabelle 5b 
Ladungsdichte im Oxalsäure-Dihydrat, nach [100] projiziert, 
mit geeigneter Rechentemperatur 


Die Auswertung geht nun so vor sich, daß man einen Längs- 
schnitt durch das Ladungsgebirge zeichnet (Abb. 8a), darin einen 
plausiblen Schwerpunkt für das größere (U-)Atom annimmt, dessen 
Steilabfall an diesem Schwerpunkt spiegelt und durch Differenz- 
bildung die Form des kleineren (C-)Atoms ermittelt. Unser erster 
Versuch ergab so y,’ = 0,2480; y,’= 0,0670. Die zugehörigen Maxima 
sind 11,3 und 9,4, das Verhältnis beider 1,20, die Halbwertsradien 0,34 
bzw. 0,37 Ä. Zur weiteren Näherung ist nun eine Verschiebung zu 
bestimmen, derart daß mit y, = y,'+ 7; y,=Y,+ kn die Carboxyl- 
gruppe eben wird. Dabei sollte k das Höhenverhältnis der richtigen 
Lösung sein. Es macht innerhalb der Parametergenauigkeit keinen 
Unterschied, ob man hier den theoretisch zu erwartenden Wert 1,33 
oder den in erster Näherung gefundenen 1,20, oder einen zwischen- 
liegenden einsetzt. Immer ergibt sich durch Nullsetzen der De- 
terminante aus den Koordinaten der 3 Atome C, OI und OII ungefähr 
7 = — 0,0045; kn = — 0,0055 und damit y, = 0,2435; y, = 0,0615. 
Die Maximaldichten werden damit 11,7 und 9,5, das Verhältnis 1,23; 
die Halbwertsbreiten werden einander gleich, nämlich 0,36 Ä. Zum 
Vergleich wird die Höhe von OI im gleichen Diagramm zu 12,6, 
die von H,O zu 12,3 gemessen, während ihre Halbwertsbreiten 


,42| ,42| ,40| ‚39| ,30| ,40| ,42| ,50| ,69| ‚gelı,a0] 1,91 |2,39] 2,58 ‚8a] ‚61 
41| ‚36 ‚33| ‚33| ‚38| ‚46| 58) ‚8411,1711,68| 237 13,04| 3.32 |3,00 2,2711,55 1,10] ‚78 
58) ‚46| ‚40| ‚37| ,40| ‚42| ‚53| ‚z1| ,97|1,35|1,88) 2,67 |3,49| 3,87 ‚88 
’95| ‚46 | ‚46| ,50| ‚60| ‚7611,0411,3711,87| 2,72 13,56] 8,94 ‚84 
1.25) ;80| ,60| ‚57| ‚58! ‚60| ‚68| ‚8611,1011,4011,86| 2,58 |3,24| 3,55 |3,22/2,4011,56| ‚99| ‚69 
1,8911,04| ‚74| ‚68| ‚67| ‚9311,1711,4411,79] 2,26 12,72] 2,87 12,55 1,8711,19| ,73| ‚51 
2041,25 ‚87| ‚77 | ,75| ‚9911,2411,5211,83| 2,12 18,28] 2,22 |1,88|1,36| ‚87 ‚541 1 
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1,94)1,54|1,44| 1,47 3,97 |3,37| 2,36 |1,46| ‚88| ‚58| ‚45| ‚44 
18611,7311,89| 2:08 1,7912.2813,113,86| 4,02 |3,41| 2,38 |1,45| ‚86| ‚56| ‚401,49 
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1,9412,6813 52| 4,02 3,8513,1012,20 1,59 1.4211,5411,85| 1,90 |1,67| 1,28 | ,95| ,75| ,67| ‚711,88 
2.08 2,97|3,87| 4,29 1,21 |1,10| ‚91 | ,75| ,65| ,61| ,67| ‚84 
2,18|3,20/4,08] 4,88 |3,91|2,93|1,92|1,23| ‚77| .74| ,78| ,74| ,68| 562) ‚55| 52| ‚551.67 
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wegen der unsymmetrischen Gestalt in dieser Darstellung nur schlecht 
zu bestimmen sind und zwischen 0,33 und 0,40 A liegen. 

Zum Vergleich sind in Abb. 8a auch die von R. und W. ge- 
fandenen y-Parameter eingetragen sowie die Atomformen, die sich 
aus ihnen ergeben wiirden. Die betreffenden Daten sind: 
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Abb. 8. Profillinien von Abb. 6a und b längs der Linie C-OII Bi 
und verschiedene Versuche der Aufteilung in 2 Atome: ag 
a) Gestrichelt: Erste Näherung; Ausgezogen: Endgültige Aufteilung; 
Punktiert: R. und W.’s Parameter. 
b) Ausgezogen: Endgültige Aufteilung; Gestrichelt: R. und W.’s Parameter 


Verhältnis der Höhen 1,76; Halbwertsbreiten 0,45 und 0,28 A. 
Das Verhältnis der Elektronenzahlen wird wegen der sehr verschiedenen 
Radien noch wesentlich ungünstiger als das der Höhen, nämlich 4,54! 
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Es zeigt sich also, daß die Parameter von R, und W. den ben 
aufgestellten, plausiblen Bedingungen nicht genügem Sie sind somit — 
unwahrscheinlich. 

Da diese Korlanpgen durch die unübersichtlichen Abbruchs- 


störungen in schwer kontrollierbarer Weise beeinflußt sein könnten, en why : 


wurden sie noch geprüft an dem entsprechenden Diagramm Abb. 6b 
und 8b, das nach unserem üblichen Verfahren durch Einführung 
einer ausreichenden „Rechentemperatur“ geglättet ist. Hier ist nun 
freilich die Auflösung so schlecht, daß eine unmittelbare Parameter- 
bestimmung ganz unmöglich erscheint. Immerhin sind auch hier 
unsere Parameterwerte verträglich mit Maxima von 3,6 und 3,0, 
einem Verhältnis von 1,20 und Halbwertsbreiten von 0,43 bzw. 0,41, 
während R. und W.’s Werte Maxima 4,1 und 2,1, das Verhältnis 1,95 
und die Radien 0,50 und 0,36 geben würden, was mit den oben 
angegebenen Kriterien auch unter voller Berücksichtigung der Un- 
sicherheit der Methode nicht gut in Einklang zu bringen ist. 

Als beste Parameter entnehmen wir nunmehr unseren beiden 
Projektionen die Werte: 


Endgültige Parameterwerte 


y z 
— ‚0465 ‚0815 0511 
+,0828 —,0560 ‚1478 
—,2192 ‚2435 ‚0382 
4549 ‚3840 ‚1780 


L _ mit wahrscheinlichen Fehlern 42 = + ,0025; Az= +,0010; Ay= +,0040. 


Die Atomabstände ergeben sich damit zu: 


| 


| 
- 
: x 
| Wir R. und W. 
0-0 = 1,55 1,43 
= Hy 2,86 2,87 
eet Die in unserer vorläufigen Mitteilung!) niedergelegten Ergebnisse, 
die in allen wesentlichen Punkten durch unsere hier wiedergegebenen, 
1) Naturwiss. 27. 8. 677. 1939. 
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zum Teil auf neuen Messungen beruhenden Zahlen bestätigt werden, 
vergleicht J. M. Robertson in einem auf der Diskussionstagung der 
Faraday Society im Mai 1940 gehaltenen Vortrag) kritisch mit 
seinem eigenen früheren Ergebnis, das wir in der Einleitung be- 
sprochen haben. Er vertritt dabei die Ansicht, daß außer der früher 
von ihm und der später von uns angegebenen Mesomerie noch eine 
ganze Anzahl anderer „Wechselstrukturen“ berücksichtigt werden 
müßten (im ganzen 10), die wir hier nicht wiedergeben wollen. Jeden- 
falls verlangen diese Wechselstrukturen, wenn sie wesentlich beteiligt 
- sein sollen, daß gleichzeitig 

1. kein Unterschied zwischen einfach und doppelt gebundenem 
Sauerstoffatom im Oxalsäuremolekül vorhanden und 

2. derC-C-Abstand deutlich kleiner als 1,54sein sollte. Robertson 
hält daher die folgende Struktur, die auf unseren Sauerstoffpara- 
metern und seinen beruht, fiir besonders 
wahrscheinlich: 


wobei er zugibt, daß der wahre Wert für die C-C-Distanz näher 
an 1,48 als an 1,42 liegen mag. 


Bezüglich der ersten Bedingung ist zu sagen, daß die Unter- i 


schiede im Abstand der beiden zur Carboxylgruppe gehörigen Sauer- 
stoffatome zwar nach unseren neuen Ergebnissen etwas geringer 
geworden ist, daß aber trotz der Unsicherheit in der Bestimmung 
des Abstandes C-OII eine Gleichheit der C-OII- und C-OII-Ab- 
stände unzweideutig ausscheidet. Mit besonders großer Sicherheit 
läßt sich aber sagen, daß die Forderung der zweiten Bedingung 
nicht erfüllt ist. Hier hat sich unser .neuer Wert sogar gegenüber 


dem alten noch ein wenig vergrößert. Und schließlich haben wir 


auch die Gründe angegeben, die R. und W. zu ihren falschen Para- 
metern führen: 

Es bleiben also mit unseren’ neuen, kritisch bestimmten Para- 
meterwerten alle Schlüsse erhalten, die wir in unseren vorläufigen 
Mitteilungen gezogen hatten: Der C-C-Abstand entspricht ebenso 


1) Trans. Farad. Soc. [9] 36. 8.913. 1940. 
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, wie früher genau dem einer Einfachbindung. Von den beiden C-Atomen 
’ ist OII eindeutig das fester an das C-Atom gebundene. Zwischen 
4 diesen beiden Atomen muß (im Gegensatz zu dem Schluß von R- 
und W.) die Doppelbindung liegen. Andererseits geht die Wasser- 
: stoffbindung von 2,5 Ä Länge von Atom OI, d.h. von der Hydroxyl- 
, gruppe der Säuremoleküle aus. Die H-Brücke ist daher nicht im 
Sinne von R. und W. aufzufassen (vgl. S. 357), sondern als Wechsel- 
struktur zwischen den Grenzformeln: 


10) OH, 0 0. Ps 
+ \ 4 
0 H,O d 0 \ c—-C H,O+. 
Darmstadt, Langemarckstr. 4, Ed. Zintl-Institut für anorgani- 
sche und physikalische Chemie der Technischen Hochschule. 


Ludwigshafen a. Rh., Ammoniaklaboratorium Oppau der 
a I. G. Farbenindustrie A. G. 
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Untersuchungen über die Trennung 
nahe benachbarter Maxima 


Von C. Hermann 


In einer Arbeit!) über die Elektronenverteilung in Oxalsäure- 
Dihydrat ergab sich die Aufgabe, eine unsymmettische Kurve, die 
in der Projektion durch Überlappung von zwei symmetrischen Gipfeln 
entstanden war, rechnerisch in ihre beiden Komponenten zu zerlegen, 
Unser erster Versuch dieser Zerlegung: ergab wesentlich andere Werte, 
als in der älteren Arbeit von Robertson und Woodward?) ange- 
geben waren, wobei es besonders auffiel, daB die Differenz der beiden 
‘Schwerpunktskoordinaten in beiden Bestimmungen fast genau die 
gleiche war, während die Koordinaten selbst sich durch eine beträcht- 
liche additive Konstante unterschieden. Da die Röntgenintensitäten, 
von denen die Rechnung ausging, in beiden Arbeiten nahezu über- 
einstimmten, und die Abweichungen zwischen beiden Bestimmungen 
sich für die übrigen Atome durchaus im Bereich der Rechengenauig- 
keit hielten, so. war anzunehmen, daß diese Unterschiede durch die 
mathematische Zerlegung des Überlappungsgebildes entstanden waren. 
Eine Untersuchung solcher Zerlegungen, die ja auch in der Aus- 
wertung von Pulveraufnahmen oder bei spektroskopischen Messungen 
erforderlich werden können, erschien daher wünschenswert. 

Praktisch geht man bei einer derartigen Zerlegung so vor (vgl. 
Abb. 8a der vorstehenden Arbeit), daß man zunächst den Mittelpunkt 
des höheren Maximums an einer plausiblen Stelle annimmt (R. und W. 
haben ihn offensichtlich an der Stelle des Hauptmaximums der 
Überlappungskurve angenommen), den Steilabfall der Kurve an diesem 
Punkte spiegelt und die Differenz zwischen der zu zerlegenden Kurve 
und diesem gespiegelten Abfall bildet. Ergibt sich diese Differenz 
dabei symmetrisch um den Ort ihres Maximums, so wird die Zer- 
legung als geglückt angesehen. Leider ist bei experimentell gegebenen 
Kurven das Kriterium der Symmetrie nicht sehr scharf. Einmal 
werden die Meßfehler bei der Differenzbildung vergrößert; man darf 
daher bei der richtigen Zerlegung noch auf Symmetriestörungen 


1) R.Brill, C. Hermann, Cl. Peters, Ann. d. Phys. [5] 42, 8.357. 1942. 
2) J. M. Robertson, J. Woodward, J. Chem. Soc. London 1986. 1817. 
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|: gefaßt sein. Dazu kommt aber noch, daß das beschriebene Verfahren 


wegen derSchwankungen im Untergrund im allgemeinen dieKonstruktion 
des zweiten Gipfels nur wenig über das Maximum hinaus gestattet, 
so daß man seine Symmetrie nur in einem sehr kleinen Gebiet in 
der Nähe des Maximums prüfen kann. So kann man das erste 
Maximum in einem ziemlich großen Bereich frei wählen, ohne daß 
die Konstruktion des zweiten zu unerträglicher Unsymmetrie führt. 
Für die theoretische Behandlung werden Weiden Komponenten 
als Maxwellsche Verteilungen 


A.e-ale-a) 


x 


angesetzt. Das ist fir Fouriersynthesen von Kristallen plausibel, 
da hier die Breite der Gipfel fast ausschlieBlich durch die Temperatar- 
bewegung und nur zum geringen Teil durch die individuelle Atom- 
form bedingt wird. Aber auch in den anderen genannten Anwendungs- 
gebieten ist eine derartige Intensitätsverteilung innerhalb der einzelnen 
Linien meist mit guter Annäherung erreicht. Die Aufgabe läßt sich 


daher so fassen: 

Gegeben sei eine empirische Kurve, von der bekannt sei, daß 
sie sich aufbaut aus zwei Maxwellschen Verteilungen: BES SO, 


Bei einer versuchsweisen Zerlegung in diese beiden Bestandteile 
werde im Orte des ersten Maximums ein Fehler Aa gemacht: 
Statt a werde «= a + 4a angesetzt. Natürlich wird dadurch eine 
restlose Aufteilung der gegebenen Kurve nach Art von Gl. (1) un- 
möglich. Es bleibt bei jedem Versuch ein Fehler Ay übrg: = 


(2) y = Ay, 


Es soll nun untersucht werden, wie die übrigen Bestimmungs- 
stücke, der zweite Ort b’, die beiden Amplituden A’ und B’ und die 
Steilheiten a’, # zu bestimmen sind, damit bei gegebenen a’ der 
Gesamtfehler möglichst klein werde, und wie dieser kleinstmögliche 
Fehler von Aa abhängt. Als Maß für den Gesamifehler werde dabei 
das 


(8) 


angesehen. 

Zur Vereinfachung der Rechnung werde weiter vorausgesetzt, 
daß in der Ausgangsverteilung die beiden Halbwertsbreiten gleich 4 
sind, d, a= 8. tut der keinen 


+ 00 


: 
. 
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großen Schaden, da in den meisten Fällen die verbreiternden Ein- — 
flüsse auf beide Gipfel die gleichen sind. So sind zwar bei freien 


Atomen die Halbwertsbreiten der thermischen Schwingung noch 
massenabhängig, doch wirken im Kristallgitter die Bindungskräfte 


so weit ausgleichend, daß man im allgemeinen den Temperatur- 


einfluß auf die Röntgenintensitäten durch einen einfachen Intensitäts- 
taktor e-Msin# ausreichend darstellen kann, was einer gleich weiten 
Ausschwingung für alle Atome des Gitters entspricht. — Nicht zu- 
lässig ist dagegen für die zweite Zerlegung der Ansatz a’ = f’, da 
schon ein erster praktischer Versuch die Verschiedenheit der Halb- 
wertsbreiten bei stark abgeändertem Ort a’ erkennen läßt. 

Durch Taylorsche Entwicklung und nachträgliches Gleichsetzen 
vor « und @ erhält man aus (1): 


4 (AA +2 — aada— A(z — ade] 
| +e-*#-¥(4B+ 2 — b) 4b — B(x — 48) 


(bis auf höhere Potenzen der Fehler 4A = A’— A usw.) Zur Ver- | 


einfachung werden die Bezeichnungen eingeführt: 
6) AA=S; —Ada=o; 
AB=T; 2Badsb=t; 
Damit schreibt sich (4): 
Ay — a) + — 
Somit wird nach einer leichten Umrechnung: 


(4y)*= 8142 Se + (a —a)*] 
+8 T(E-d+sti&® —d*\+at 
Dabei ist ist zur Abkürzung = « — °*° und d= — gesetzt. Die 


Integration (3) wird leicht durihgeführt mit Hilfe der bestimmten 
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(10) 


(11) 
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Somit wird: 


Um D zum Minimum zu machen, sind nun die Differential- 
quotienten nach S, o, T, t und r Null zu setzen. Nach den bekannten 
Methoden der Ausgleichsrechnung wird man auBerdem auch den 
Differentialquotienten nach s bilden, aber ihn gleich einer von Null ver- 
schiedenen Zahl 2 setzen. Man erhält so ein System von 6 lineareh 
Gleichungen in S,s,o, T,t,r mit dem symmetrischen Koeffizientenschema: 


+) 


4a 


worin ¢ = e”?2=@ bedeutet. Die Bedeutung von v ergibt sich, wenn 
man die Gleichungen der Reihe nach mit S, s, o, T,t, r multipliziert 
und addiert. va der linken Seite ergibt sich dann genau der 


Ausdruck von “ D aus (9), auf der rechten bleibt nur vs stehen, 
so daß zwischen » gr D die Beziehung becteht: 


=wvA y2ax + Ma. 


D=vs 


o 


ah 
- 
n t Tt 32% 
a 1 d 3 24 
| + 2-e-2¢@| ST +Std+St|— +d?)+sr [— +0rl — - +d* 
\- 4a 4a 16a* 4a 
1 d 
Fr ~d*) +01 (- a‘) 
a) 
| T t |= 
1 1 
3 1 1 3 2d 
4a 16a? a) lige 4a +4) 
1 1 
8 — + d?}. = 
ed a ( + d ) 1 0 ae 0 
1 
-@) 0 0 0 
a a 
3 
= 0 
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Eine Vereinfachung von (10) läßt sich erzielen, wenn man als 
Variable die dimensionsgleichen Größen S, sd, od’, T,td und rd? 
einführt und zugleich zur Aufrechterhaltung der Symmetrie ds 
Koeffizientenschemas die zweite und fünfte Gleichung durch d, die 
dritte und sechste durch d* dividiert. Dann treten « und d nur 


noch in der Verbindung y = 25 auf und (10) geht über in 


N sd od? T td rd? 
1 0 Y é & ey + 1) 
0 7 0 —é a(y — 1) 
(12)} 7 0 37? &y+1) —2(y—1) 
& -: ey+1) 1 0 
e ey—l) —ey—1) 0 Y 
ety +1) 0 


mit 


Em Ergebnis läßt sich aus diesem Gleichungssystem sofort ab- 
lesen: Wenn die beiden Maxima schmal siud verglichen mit ihrem 
Abstand, d. h. wenn «d? groß ist, so kann man alle Glieder mit dem 
Faktor = e-?2=@ streichen. Dadurch erhält man nicht nur eine 
vollständige Entkopplung der beiden Systeme a und b (d. h. welche 
Ablesefehler man auch beim Maximum a gemacht hat, die Werte B, b, 8 
werden dadurch nicht beeinflußt), sondern ebenfalls eine Trennung 
von s einerseits und S und o andererseits (d. h. bei einem Fehler 
im Orte des Maximums a wird der Gesamtfehler immer noch am 
kleinsten, wenn die Höhe und Breite richtig bestimmt werden). 


Bei kleinen Werten «d®, d.h. im Fall'stärkerer Überlappung 
sind die Gleichungen (12) weniger leicht zu behandeln. Man erreicht 


eine Vereinfachung, wenn man die erste und vierte, die zweite und 
fünfte sowie die dritte und sechste Gleichung je einmal addiert 
und einmal subtrahiert und zugleich als neue Unbekannte die 
Größen S+T, S— T,; (s+ 8d, («—Hd, (oe +r)d? und — r)d 
einführt. Damit zerfällt nämlich das System in zwei Teilsysteme 
aus je drei Gleichungen mit drei Unbekannten: 


S+T (s — (a |= 

ER l+: —s +1) 0 
y¥—e(y —1) e(y — 1) w 


me 


ecclos 


u 
U 
PR 
x 
Er 
it 
\ 
\ oy 
{ 
| 
Y 


5-7 (s+ (o — 2)d? |= 


l—e & 0 


das Vorzeichen von &, so daß man durch Vorzeichenumkehrung von 
den Lösungen des einen Systems zu denen des anderen übergehen 
kann. Zunächst ist die Determinante: 
(14) Ny (wd?) = 27? + — 27° + 7) — + 27° + 7) F 
Ferner wird | 
N,-(8+T). = w-Fy (ad?) = w-[+ 7) + 27]; 
Ns -(o+T)d= w- ps = w[F — 1) 2e*7]. 
Daß die Funktionen N, F, f, p ausschließlich von der Verbindung a d* 
abhängen, folgt aus der Definition von « = e-?** und y = ie 


4ad* 
Aus (14) und (15) lassen-sich die Größen S, T, s, t, o, r leicht 


bestimmen: 

2 YUN, x); 
2da\N, 

2@\N,~ 


Die auf 8.379 formulierte Aufgabe verlangte den Ausdruck von 
4A, AB, Ab, 4a, Aß und D als Funktionen von 4a. Man wird 
daher aus (16) entnehmen 
( ) w 2Aad da» + f_ Ny 
und diese in die übrigen Gleichungen einsetzen __ Ss ea 
F,N_+F_N,. „F+N_-F_N,, 
AA AB=2Aad:- da N_+f_Ny N_+/_N, ; 


und wegen (11): D = V2na-(4a)?- 


N+ N_ 


Diese Gleichungssysteme lassen sich formell ohne Schwierigkeit Re 
lösen. Wie man sieht, unterscheiden sie sich voneinander nur durch 


= 
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Formell wäre damit die Aufgabe gelöst. Setzt man nun aber 
kleine Werte für ad? ein, so zeigt es sich, daß die positiven und 
die negativen Terme in den Formeln (14) und (15) sich fast genau 
aufheben, so daß die Funktionen N, F, f und g sich als Differenzen 
von nahezu gleichen Größen darstellen. Ihre Genauigkeit wird daher 
wesentlich geringer werden als man nach den benutzten Werten 
der Exponentialfunktion erwarten möchte. Um für «d?= 0,1, 
d.h.y= 2,5 N_ und damit die Verschiebungen (18) auf drei geltende 
Stellen genau zu bekommen, braucht man zwölfstellige Werte für 


die vorkommenden Exponentialfunktionen. Man übersieht die Ver- 
1 


hältnisse am besten, wenn man «=e ?7 einsetzt und die Aus- 
drücke (14), (15) und (18) in Potenzreihen nach 1/y entwickelt. 
Dann wird pees 


2 1 1 9 167 
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a 45 2025 ) 

4-14 (1 - + 

a Ab = 4a ( 1 ve 


Aus dieser Darstellung geht das Verhalten der Verschiebungen 


und des Gesamtfehlers für kleine ad, d.h. starke Überlappungen 


hervor. Solange «d? so klein ist, daß die Reihen (18) durch ange. 


ersten Term dargestellt werden können, gilt näherungsweise: ya ere 


(19) 4AA=-AB; Ada=BAb; Ada=—B4p, 


wobei einer positiven Verschiebung Aa negatives AA und 42, posi- 
tives AB, Ab und 4a entspricht. Der Gesamtfehler wird, wie aus 
den kleinen Reihenkoeffizienten und den hohen Potenzen der Über- 
lappungskonstanten ad? hervorgeht, selbst bei beträchtlichen Fehlern 4a 
noch recht klein, womit die praktische Erfahrung bestätigt wird, daß 
das Symmetriekriterium allein im allgemeinen nicht zu einer ein- 
deutigen Trennung der beiden Maxima ausreicht. 

Dagegen erlauben die Formeln (18) bzw. (18°) die Berücksichtigung 
beliebiger zusätzlicher Forderungen, die man an die Konstanten A,B,a,b,« 
und f stellen kann. Kann man etwa das zu erwartende Verhältnis 


der Amplituden = oder der Flächeninhalte Ave angeben, oder 


besteht Grund zu der Annahme, daß die Halbwertsbreiten exakt 
gleich sein müssen (d.h. a = ß), so läßt sich leicht der Fehler 4A 
oder 4a einer ersten versuchsweisen Trennung angeben und aus 
diesem nach (18) oder (18°) Aa und damit alle übrigen Fehler be- 
stimmen. (In der vorstehenden Arbeit über das Oxalsäure-Dihydrat 
wurde die Zusatzforderung gestellt, daß die drei Valenzrichtungen 
des Carboxyl-C-Atoms in einer Ebene liegen müssen. Als nach- 
trägliche Kontrolle diente das Verhältnis A/B, das sich wie die 
Elektronenzahlen der betreffenden Atome verhalten sollte, und die 
Gleichheit der Halbwertsbreiten) Daß man für diese Rechnung die 


— 


th 
A 
oder, nach Elimination von w und Einsetzen von y = aa 
| 
| 
= 
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Größen x,d, A und B, die in die Formeln (18) bzw. (18’) eingehen, 
zunächst nur angenähert aus dem ersten Trennungsversuch kennt, 
ist keine große Erschwerung der Rechnung. Ihre genaue Bestimmung 
gelingt immer durch eine rasch konvergierende Iteration der Formeln. 

Es wäre wünschenswert, die Konvergenz der Reihen (18°) in 
Abhängigkeit von der Größe von «d? zu prüfen und insbesondere 
den Fehler zu kennen, den man bei einem Reihenabbruch ept- 
sprechend (18°) macht. Eine vollständige mathematische Untersuchung 
dieser Frage ist nicht unternommen worden, dagegen zeigt eine 
einfache Rechnung, daß in dem wichtigsten Gebiet der Anwendungen, 


nämlich in der Umgegend von y =+) ad? = + (das ist in dem 


Fall, wo bei gleichen Amplituden. A = B gerade das Minimum 
zwischen den beiden Gipfeln verschwindet) die Formeln (18°) noch 


ausreichen. Für «d’= = lassen sich nämlich auch schon die 


Formeln (18) bequem verwenden. Bei Benutzung der 4—5stelligen 
Tafeln der Exponentialfunktion von F. Emde?) erhält man dabei 
die Werte der Verschiebungen mit einem Abrundungsfehler von 
etwa + 2°/,.. In der folgenden Tabelle sind diese direkt nach (18) 
berechneten Werte neben den ersten drei Partialsummen >), >, >, 
der Reihen (18°) angegeben: 


(18) (8) >, 18) 18), 
— 0,610 -1000 | —0,656 — 0,635 
ot a . 4 + 0,619 + 1,000 + 0,656 + 0,658 
4 a ie : 3 + 0,985 + 1,000 + 0,978 — 1,008 
- 0,912 - 0,667 — 0,904 - 0,940 
£ + 0,896 + 0,667 + 0,859 + 0,911 
0,00862 0,00741 0,00856 0,00895 
an(4 a) 


Die zweite und dritte Teilsumme weichen hier von den Ergebnissen 
der exakten Formeln kaum weiter ab als um die Abrundungsfehler. 
Man wird daher für praktische Zwecke ausreichende Genauigkeit 
erwarten dürfen, wenn man in diesem kritischen Gebiet noch mit 
den bequemen Potenzreihen (18°) arbeitet. Bei wesentlich größeren ad? 


255 


«+1 F. Emde, Tafeln elementarer Funktionen, Verl. Teubner 1940. 
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werden die Formeln (18) handlicher, ihr Abrundungsfehler ge- 
ringer. — In der obigen Tabelle ist noch beachtenswert, wie gut 
auch bei wd*= + noch die Beziehungen (19) erfüllt sind, obwohl — 
für die Absolutwerte der Verschiebungen der erste Term der Potenz- *e 


=, nur noch eine sehr schlechte darstellt. 


Es wurde mit welcher Genauigkeit sich 
von zwei symmetrischen Maxima in ihre beiden Komponenten trennen 
läßt, Es zeigt sich, daß bei kleinen Fehlern in dem Koordinaten- . 


ansatz der einen Komponente durch kompensierende Fehler in dr 
_ anderen Koordinate sowie in beiden Amplituden und Breiten immer _ 
eine befriedigende Trennung erreicht werden kann. Es wird ferner 


der gesetzmäßige Zusammenhang zwischen diesen verschiedenen 
Fehlern aufgestellt, der es erlaubt, auf Grund einer weiteren Bedingung, 


die von den getrennten Komponenten erfüllt werden muß, die Trennung : = : 


eindeutig zu machen. 


Nachtrag 


Nach AbschluB dieser Arbeit wurde der Verfasser durch Herrn 3 r 


Professor Walther in Darmstadt auf Arbeiten von G. Doetsch') 
aufmerksam gemacht, die im wesentlichen das gleiche Problem be- — 
handeln, jedoch in einer allgemeineren Form, die beliebig viele 


- Komponenten des Überlappungsgebildes zuläßt. Die Lösung wird 
in geschlossener mathematischer Form gegeben, nicht wie hier durch 
‚Ausprobieren von Näherungen und Hinzunahme von problemfremden 


Annahmen. Trotz jener mathematisch viel befriedigenderen Lösung 


hat aber auch die vorliegende Untersuchung ihre Berechtigung. Es 2 


zeigt sich nämlich, daß die beiden von Doetsch angegebenen Ver- 
fahren zwar einwandfrei arbeiten, wenn die vorgelegte Kurve eine 
exakte mathematische Überlagerung von Maxwellverteilungen ist. 
Wenn sie dagegen nur als empirische Kurve mit beschränkter 


Genauigkeit gegeben ist, so werden bei den beiden Verfahren die Mr 


Meßfehler stark vergrößert und können zu Irrtüpern hinsichtlich 
der Lage, Höhe und selbst Anzahl der Komponenten führen. Diese 
Empfindlichkeit gegen Fehler in der vorgelegten Kurve beruht bei 
dem ersten Verfahren auf der Bildung hoher Momente, bei dem zweiten 
ist sie gleichbedeutend mit dem Abbruchseffekt von Fourierreihen, 


1) G. Doetsch, Ztschr. Phys. 49. 8. 705—730. 1928; vgl. auch die aus- 
führlichere Untersuchung Math. Ztschr. 41. 8. 283—318. 1936. 
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wie er von Brill, Hermann und Peters mehrfach besprochen 
wurde’). Auf Störungen dieser Art weist Döetsch selbst in den 
Beispielen zu seiner Arbeit hin, obwohl sie sich dort, bei der Analyse 
spektroskopischer Messungen von hoher Genauigkeit, nur wenig bemerk- 
bar machen. Ist dagegen wie in unseren Fällen der wahrscheinliche 
Fehler der empirischen Kurve größer, so sind sicher die Methoden 
der Ausgleichsrechnung, wie sie in der vorliegenden Arbeit benutzt 
wurden, dem Problem besser angemessen als die streng mathematischen 
Konvergenzbetrachtungen von Doetsch, und der Mangel an Ein- 
deutigkeit, der erst durch Heranziehüng von weiteren physikalischen 
Annahmen beseitigt wird, entspricht der Unsicherheit, mit der die 
Kurve bekannt ist. 


1) Vgl. etwa Ztschr. Elektrochem., 46. S. 425—436. 1940 oder auch die 
vorstehende Arbeit über die Struktur der Oxalsäure. 


Ludwigshafen a. Rh., Ammoniaklaboratorium der I. G. Farben- 
industrie A.G, 


= 
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Von A, Sommerfeld 


Wir betrachten eine kreisférmig begrenzte, als stares Gebilde 
schwingende Platte, die aber nicht, wie das gewöhnlich angenommen 
wird, in eine starre Ebene eingebaut ist, sondern ihr Schallfeld inden _ 
unbegrenzten Luftraum ausstrahlt. Ihre Schwingungen werden als hin- 
reichend klein und als harmonisch angenommen. Sei a der Radius 
der Platte, » die auf der Platte konstanté Amplitude der Platten- 
geschwindigkeit, @exp.(— iwt) das Geschwindigkeitspotential, 
und ¢ a und Schallgeschwindigkeit, so gilt für die in eine 


Wand e baute Membran mit k = = als Wellenzahl: 
(1) 


Ag +9 =0 fir z>0, 
fir r<a: und 
10 far r>a und z=0. 


Dagegen haben wir fiir die frei schwingende Membran (2) zu er- 
setzen durch 


— =o für r<a und z=0, 


g=0 fir r>a und z=0. 


Die letzte Bedingung versteht man, wenn man sich das Strom- 
linienbild des entstehenden Schallfeldes vergegenwirtigt. Dieses 
hat die Ebene z= 0 zur Symmetrieebene, in dem Sinne, daß in 
zwei Punkten, die spiegelbildlich zur Platte liegen, Oq/Oz gleich, 
Op/ör entgegengesetzt gleich ist. Anders ausgedrückt: Og/Oz ist 


eine gerade Funktion von z, Og/Or eine ungerade Funktion. Aus ce 
beidem folgt, daß g eine ungerade Funktion von z ist, bis auf eine . 
additive Konstante, die aber gleich Null zu setzen ist, weil @ im = 
Unendlichen verschwinden muß. Das bedeutet: 9=0 für 0 
und r>a, wie in G1. (2’) gefordert.. Daß diese Bedingung für r<a 


ungültig wird, folgt daraus, daß das Schallfeld an der Platte selbst 
eine Diskontinuität erleidet: das Schallfeld hinter der Platte ist 
hier nicht die analytische Fortsetzung des Schallfeldes auf deren 
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Vorderseite; setzen wir beim Durchgang durch die Platte das auf 
der Vorderseite herrschende Feld analytisch fort, so kommen wir 
zu einem anderen „Zweig“ der Funktion p als dem auf der Rück- 
seite der Platte geltenden. 


Umgekehrt bei de: eingebauten Membran: hier ist gerade = 
in 2, sofern wir uns für r >a das Feld vor der Wand analytisch 


hinter dieselbe fortgesetzt denken; daher wird Oq/Oz ungerade 
in z. Insbesondere ist auf der Rückseite der Kolbenmembran 


=— 


z 


| 
Aus der letzten Bemerkung folgt, -daß wir das Feld ® einer 


‚frei schwingenden, aber rückwärts durch eine feste Kapsel ab- 
geschlossenen Membran durch Superposition der beiden vorgenannten 
Lösungen gewinnen können, indem wir bilden: 


(3) + 
wo sich 9, auf die frei schwingende, 9, auf die eingebaute Membran 
beziehen möge. Daraus folgt nämlich für die Geschwindigkeit — = 


vor bzw. hinter der Membran: EIER, 
2 
123 bug z -9)=0. 


RER entspricht dem Abschluß durch die feste aa 

Die eingebaute Membran ist in den letzten Jahren vielfach 
behandelt und von H. Stenzel’) erschöpfend dargestellt worden. 
Dagegen ist die frei schwingende Membran praktisch nicht in An- 
griff genommen. Der Grund hierfür ist dieser: Im ersteren Falle 
hat man eine allgemeine, sogar für beliebig begrenzte Membranen 
anwendbare Methode, nach der das Schallfeld durch eine exakte 
Formel dargestellt werden kann.‘ Im zweiten Fall versagt diese 
Methode schon bei kreisförmiger Begrenzung. 

Es handelt sich um die Methode der Greenschen Funktion. 
Da diese bei den Akustikern nicht genügend bekannt zu sein 
scheint, und auch bei Rayleigh, soweit ich feststellen konnte, 
nicht explizite erwähnt wird, obgleich seine oft zitierte Formel?) 
darauf beruht, möge sie hier kurz besprochen werden. 


1) In dem Buche: Leitfaden zur Berechnung von Schallvorgängen. 
Springer 1939. Vgl. auch Ann. d. Phys. [5] 41. S. 245. 1942. 
2) Es handelt sich um Gl. (3) $ 278 der Theory of sound. 
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§ 2. Methode der Greenschen Funktion 
Der Greensche Satz lautet bekanntlich 


fU4V-VA0)dz - [u _y a. 


U und V werden im ganzen Integrationsgebiet r als stetig samt 
ihren ersten Ableitungen vorausgesetzt. Integriert wird über den 
„Aufpunkt“ P, Wenn U und V in den Koordinaten von P beide 
der Schwingungsgleichung (1) genügen, verschwindet die linke Seite. 
Dabei muß aber, wenn V im Punkte Q eine Quelle besitzt, d.h. für 
P=Q wie 1/rpg unendlich wird, Q von der Integration z. B. durch 
eine Kugel K ausgeschlossen und rechter Hand das Oberflächen- 
integral über K hinzugefügt werden. Dadurch entsteht (n bedeutet 
die vom Integrationsgebiet r nach außen hin gerichtete Normale): 


a so PORT, wir V = G(P,Q) „Greensche Funktion“. Man erhält 
aus (4) 
(5b) 4nUg=— [USS do. 


In unserem Falle ist das Integrationsgebiet z der Halbraum z > 0, 
seine Begrenzung o also die Ebene z= 0. Dann läßt sich die im 
Falle a) oder b) erforderliche Greensche Funktion einfach nach 
dem Spiegelungsprinzip herstellen, indem man setzt: 


e'kB’ 


(6) G= 


das obere Vorzeichen gilt im Falle a), das untere im Falle b). Da 
P bei der in (5a,b) ggg Integration auf der Ebene z = 0 


liegt, wird nämlich R= R’ und I" x und daher: 


folgt aus (5a,b), wenn wir von jetzt ab U mit dem 


| 
) do. 
en es aul o € ner der 
Mit (Ta, 
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gesuchten Geschwindigkeitspotential p identifizieren und beachten, daß 
nach unserer Verabredung über den Sinn von dn gilt: 3 -— 


me 


a 
(8) 


Gl. (8a) ist die oben zitierte Formel von Rayleigh. Die Integration 
ist auf das Innere der Membran zu beschränken, da nach (2) für 
das Äußere derselben verschwindet. Gl. (8b) ist -nur dann 
zu verwenden, wenn @ selbst sowohl im Inneren wie im Äußeren 
der Membran gegeben ist. Das ist nach den Gl. (2) bei unserer 
frei schwingenden Membran nicht der Fall, wo p im Äußeren, aber 
Og/Oz im Inneren gegeben ist. 

Wir haben es hier mit einem gemischten Typus von Grenz- 
bedingungen zu tun. Weder die Greensche Darstellung (8a) noch | 
(8b) nützen etwas. Man müßte eine „gemischte Greensche Funk- | 
tion“ haben, mit 


(9) = 0 auf der Scheibe, G = 0 außerhalb der Scheibe. | 


Diese wäre aber durch Spiegelung nicht zu erhalten, es sei denn, 
daß man im Riemannschen Doppelraum operieren würde. 

Nur im Falle der Potentialtheorie (hinreichend langsame 
Schwingung) läßt sich diese Greensche Funktion angeben, weil . 
man durch reziproke Radien die Scheibe in die Halbebene trans- 
formieren kann, für welche die Greensche Funktion des Riemann- 
schen Raumes bekannt ist. 3 ” 


83. Die Methode von King’) 


Sie geht von meinem mit einer willkürlichen Funktion f(A) be- 
hafteten Ansatz?) für die drahtlose Telegraphie aus 


1) Louis V. King, Canadian Institute of Research 11. 8. 135. 1934. 

2) Vgl. z. B. meinen Beitrag zu Frank-Mises, Bd.II, Gl. (6) auf 8. 921 
der 2. Aufl. Daß in der an King anschließenden Schreibweise (10) f(A)/a 
steht, wo ich f(a) schrieb, ist natürlich bei dem willkürlichen Charakter von 
f(a) kein Unterschied. Der allgemeine Satz über Besselsche Funktionen, auf 
den im Text Bezug genommen wird, ist in Gl. (7) derselben Seite von Frank- 
Mises enthalten. 


: en. 
3 
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Die Methode ist elegant durchführbar bei der in eine Wand ein- 
gebauten Membran, gibt aber auch hier nicht einfachere Resultate 
als die Green-Stenzelsche Methode. Die An ss ver- 
langen bei diesem Problem: 


= fir r< 


0- fa Anfaada für 


‘und führen nach einem allgemeinen Satz über Sescclesle Funk- 
tionen auf 


BER, RR man bei der frei schwingenden Membran nach @) zu 


fordern: 


fir r<a, 


0 = (Ar f(a) fir r>a. 


King hatte in anderem Zusammenhange') versucht, auch 
diese Integralgleichungen für f(A) zu lösen, indem er ein Verfahren 
sukzessiver Approximationen anwendete. Jedoch ist er über die 
beiden ersten Schritte nicht hinausgekommen, da seine Rechnungen 
zu unübersichtlich wurden. Dagegen werden wir im folgenden ein 
Verfahren kennenlernen, das in gewissem Sinne zur vollständigen 
Lösung führt. Das Verfahren besteht darin, daß wir für f(A) einen 
mit unendlich vielen willkürlichen Koeffizienten behafteten Ansatz 
mechen, der der zweiten Gl. (11b) genügt und diese Koeffizienten 
so bestimmen, daß auch die erste Gl. (11b) befriedigt wird. 


Bin allgemeiner Ansatz sur Lösung der 


Wir setzen zur Abkürzung 
(12) g(a) = 


ee 1) Es handelte sich um die Einstellung der Rayleighschen Scheibe 
unter dem Einfluß einer ebenen Sehallwelle. Proc. Roy. Soc. 158. 8.1 u. 17. 1936. 
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und schreiben die GL. (11b) noch einmal in umgekehrter Reihen- é 
folge hin: 2 


für r>a, 


fir r<a. 
0 


(I) wird befriedigt durch den folgenden Ansatz aa 


_.4 Sa) 8, (Aa) S, 
Die A,, A,, 4,,... sind verfügbare Konstanten (von A und r un- 
abhängig, aber von k und a abhängig). Die S, bedeuten die von 
Stenzel a. a. O. durchgehend benutzten Abkürzungen 


(14) 8,0) = = 
2 


wo , die enteprechenden Abkürzungen im Heineschen Handbuch 
der Kugelfunktionen sind. 

Wir tragen den Ansatz (13) in (1) ein und zeigen, daß dadurch 
der Forderung (1) gliedweise genügt wird. Das ist mit Rücksicht auf 
(14) der Fall, weil fiir jedes n gilt 


franz, 1 Qa) 


Zum Beweise dieser Gleichung stützen wir uns auf die Formel von 
Schaftheitlin-Sonine!), die wir im Anschluß an (15) schreiben 


wollen: 


(16) 


F ist die hypergeometrische Funktion. Gl. (16) setzt voraus p>g. Da 
in unserem Falle r > a ist, müssen wir p mit r, q mit a identifizieren — 
und dementsprechend setzen: 


u=(, von+z, 


1) Vgl. z.B. G.N. Watson, Th of Bessel Function, Cambridge 1922, 


> 
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Dann zeigt Gl. (16), daß die rechte Seite verschwindet, weil im 


\ 


steht. Daher ist (15) bei beliebigem n >0 erfüllt. Daß wir n =0 aus- 

zuschlieBen haben, also die Reihe (13) nicht mit einem Gliede A, S, (Aa) Z 
beginnen dürfen, folgt daraus, daß das Integral (15) fürn = 0° und 
r= a bei A=oo divergieren würde; vgl. hierzu auch 89. 


§ 5. Umformung der Integralgleichung (II) 


Wir zerlegen (II) indem wir für g(4) den Ansatz (13) benutzen; __ 
in die beiden Teilintegrale, 0< 4< k und k<A<oo, wobeiwir in 
letzterem sogleich u = k? als Integtationsvariable einführen: 


(17) = kJ, (21) di, 


n=1 


§ (U) ist der imaginäre, R (IT) der reelle Teil von (I). Zist, wie 
sich zeigen wird, für kleine ka von kleinerer Ordnung’) als®. Bi 
der Einführung von u als Integrationsvariablen wurde benutzt, dB 


1) +k, u du so di 

Um R auszuwerten, erinnern wir an das wohlbekannte Addition- 

theorem 
+00 

2) HKM Sed 


1) Dasselbe gilt für die eingebaute Membran, vgl. PR in dem 8. 300 te 
zitierten Buche 8. 67 und 68. Die beiden Bestandteile p, und p,, des Druckes 
von Stenzel entsprechen unseren beiden Bestandteilen 3 und R des Ge- 
schwindigkeitspotentiales. 
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und’ schreibt 2m statt n, was möglich ist, weil die Glieder 1 mit = ;. 
geradem +n sich kompensieren, so entsteht: ; 


(21) J, (Vu? + = > 1" (kn. 
m=0 

Das Zeichen ‘ an der Summe in (20) bedeutet, daß das Glied m = 0 

nicht zweifach zu nehmen ist, sondern einfach. 

Ein zweites Additionstheorem, welches auf Gegenbauer’) zu- 
rückgeht, liefert bemerkenswerter Weise eine entsprechende Ent- 
wicklung für den zweiten Faktor auf der rechten Seite von (18). Sie 
lautet bei gleicher ee von R wie in (208) 


r 


(22) 

n=0 

Hier sind die C,”(cos‘) definiert als Koeffizienten von a” in der 
Entwicklung von (1 +«°+2«&c0s#)-". Sie heißen Gegenbauer- 
sche Polynome oder auch Kugelfunktionen höherer Ordnung und 
können durch hypergeometrische Funktionen dargestellt werden®. — 
Insbesondere ergibt sich aus unserer Definition fir cos = 0 


(23) 
C,, +1 (0) =0. 


Ersetzt man nun in (22) 


80 erhält 1 man a mit Rücksicht auf die Definition von Rit in or und 
von in (14) 


(Vu? + Ka)" 


(Vu? a) *2 


Vgh. z.B. G. N. Watson, .a. a. O., 8. 363, Gl. (2). 
2) N. Nielsen, Handb. d. Zylinderfunktionen, Teubner 1904, 8. 377. 
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Beim Eintragen von (21) und (24) in ( 
nach u entsteht: 


nal m=0 


J a) 
1\ 
(s+ n+ 3) u J,„ (ur) 
: 
ka) ? 


Das hier auftretende Integral läßt sich wieder nach der Schaftheitlin- 


Sonineschen Formel (16) ausrechnen. Während aber bei der früheren en 
Anwendung auf die Integralgleichung (I) r >a war, ist in unserer 
jetzigen Integralgleichung (II) r<a, Wir müssen also nach der 


bei (16) betonten Voraussetzung p > q identifizieren 
pP, 9 


r, 


r(s +m+ — 


2 a 2m 


2m+1, 1,2) 
a 


und an Stelle von (25) bei Vertauschung der Summationen nach 
n und s 


(-— 1) 
3! 


+5) 


I(«+n- m 


a (18) und gliedweiser Integration 
D = | 
(25) J ı @a) 
+n+ 7 
a+ 
J 
& 
| 
Dann erhalten wir as In 
- 
| 
Vix oo oo 
2V22 1 
Stun +— 
(27) J 1 (ka) 4i 
r? 2 
-F m—s—n+1, 2m+1, —|- 
2 a? 
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Wir wollen Eu nach Potenzen von (=) entwickeln: 


Die ersten Koeffizienten lassen sich leicht angeben. Bei a, kommt 
nur das Glied mit m = 0 in Betracht und von diesem nur je der 
Anfangsterm von J, und F, die beide gleich 1 sind. Daher 


Te+n 


Auch bei a, ist nur das Glied mit m = 0 zu berücksichtigen, weil 
das Glied mit m = 1 wegen der Faktoren (=) und J, (kr) bereits 


mit der vierten Potenz von r beginnt. In dem Gliede mit m =0 
ist aber jetzt der erste Term von J, mit dem zweiten Term von F 
und der zweite von J, mit dem ersten von F zu kombinieren. 
Man findet: 


 Te+n-D Te+m 


Bei a, kommen außer drei Termen des Gliedes m = 0 auch ein Term 
des Gliedes m = 1 zur Geltung mit dem Ergebnis: 


r(s+5) 3 r(s+5) r(s +3) 
Tis+n—2) 2 (8 +n—1) 2! (¢ +n) 


Die allgemeine Formel ist 


(—1)™ r(s+m+3) 
mim! Iie +n— m 


(— 1)” —1 
(m—1)!(m—1)! I'is+n—m +1) 


1 
3) 
(m —2)!(m—2)! I'(s+n—m+2) 


+ m—2 2 (m — 2) (m —3) 
21? 1!3! m-1 4! m(m — 1) 


f 
| 
3 
(e+ 
a = 1) ; 7) 
(29b) 1 I's + n) 
(.,5\ 
: ka \* 
-@ mite= 
| 2 
a 
cs 
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§ 6. Bestimmungsgleichungen für das Koeffisientenschema der 4, _ 7 


Unser Ziel ist, die Koeffizienten A, im Ansatz (13) so zu be- 
stimmen, daß die Integralgleichung (II) befriedigt wird. Da die 
rechte Seite derselben gleich 1 ist, muß auch ihre linke Seite, die 
wir in § (II) und % (II) zerlegt haben, von r unabhängig und gleich 1 
werden. Wir bemerkten bei (17), daß, wenn ka&1, D<R 
sei und wollen daher 5% (II) erst später als Korrektionsglied berück- 
sichtigen. Wir verlangen also, daß § (II) für sich genommen von r 
unabhängig und gleich 1 sei. Vermöge der Darstellunger (27) und (29) 
führt das auf die unendlich vielen Forderungen 
> 4, 5) 
n=1 s=0 


(31) 


+n+ 3) 


(Das Argument ka bei J wird hier und im folgenden weggelassen.) 2 
Wir beschäftigen uns zunächst mit der ersten Gl. (31), also 


1 
mit m = 0. In dieser tritt als Faktor von A,(ka) *~ ? die Reihe 
auf [vgl. auch (29a)]: 


1 
= 
(- 1)" 1\ | 1 | 
(82) > s! (2s + 2) Te+n 2s+n+ 3 
Wir vergleichen sie mit der allgemeineren Formel, über deren Ur- 


sprung in § 12 berichtet werden wird: 


s! Te+v+)) 2 


- 8) 


Die beiden Summen stimmen überein, wenn man 
van—1, p=3, z=ka 
macht. (32) wird also gleich 
3\ /ka\’h 
r (5) (+) J, -1 (ba); 
unsere Gl. (31) geht daher für m = 0 über in 
J,, (ka) 


> 5 = ss = . > 
t 
r 
x a? 
D i= 0 
ka QO---m>0 
) ~ 
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oder „asführlich geschrieben: 

J, ee J, (ka) 
(35) A,J,ka)+ 4, +4, 


Wir wenden uns zur zweiten Gl. (31), also zu m = 1 und berück- 


ı 
sichtigen (29b). Der hier auftretende Faktor von A,(ka) " ? it 


i 5 


e=0 2 


1 3 
= —|Ir s+— 
(- 1) 1) + 2) | 2) 
“2 s! (2s 3) Ie+n) ER 
Die erste dieser Summen bestimmt sich aus (33), wenn wir dort 
y= n— 2, p= 5 


machen, die zweite ist mit (32) identisch, wird also durch (34) dar- 
gestellt. Wir erhalten daraufhin als zweite Bedingung für die A,: 


4V2 "(ka)"? Vin 
oder, ausführlich geschrieben: 


ka 


In der dritten Gl. (31), m = 2 tritt mit Rücksicht auf (29c) neben 
den. uns schon bekannten die folgende Summe auf: 


+n — 2) 
2=0 2 


die sich aus GL (33) mit 


(37) 


y=n—3, p=T 3 
berechnet. Als dritte Bestimmungsgleichung für die A, folgt von 
da aus: 

J_a(ka) J_,(ka) 16 2a? 
Das so entstehende System von unendlich vielen linearen Gleichungen 
für die unendlich vielen Unbekannten A,, A,, 4,,... ist von erstaun- 
licher Symmetrie; es gestattet eine sehr elegante Auflösung, die ich 
meinem stets hilfsbereiten Kollegen O. Perron verdanke. Diese 
Auflösung bringen wir im nächsten Paragraphen. Vorher müssen 


2 
4 
- a 
je 
; 
4 2a? 
3 n 
ag 
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wir uns noch mit den rechten Seiten des Gleichungssystems befassen. 

Wir bezeichnen sie der Reihe nach mit EAST 

und haben oben gefunden 

Allgemein besteht die Rekursionsformel, die sich mit Hilfe von (30) 

beweisen läßt: 


Macht man hier den Ansatz 


(40c) 1-3-5...2m 41 


80 hält man aus (40b) leicht die einfachere Rekursion 


Als Anfangswert derselben entnimmt man aus (40c) unmittelbar Z, = ? 
und berechnet daraufhin aus (40d) 
Z,=-1, Z,=10, Z,=— 24, Z, = 42944,... 


Die beiden ersten Zahlen führen vermöge (40c) auf die in (40a) an- x 
gegebeuen Werte von c, und c, zurück. 


87. Lösung eines unendlichen Systems linearer Gleichungen 
Wir schreiben unsere Gl. (35), (38), (40) noch einmal übersichtlich 


zusammen: 
J, (ka) 
J, (ka) A, + A, + 
J_, (ka) 
(ka)! 
J_, (ka) 
(ka)? 


J, (ka) 
(ka)! 
(ka) 
ka 


A, + 


A, +d, (ka) A, + 


J_, (ka) 
A,+ A, + d, (ka) A, + 


Das Keinen ist ‚ayklisch® in folgendem Sinne: In der 
Diagonalreihe steht überall der Koeffizient J,(ka), in der ersten 
Parallelreihe rechts bzw. links dazu ae 
J, (ka) 
Annalen der Physik. ‘5. Folge. 42. 
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wobei man übrigens wegen der Beziehung 
J_,(2) = (— 1) J,(«) 
für die letztgenannte Größe auch schreiben kann 
— kaJ, (ka). 


Entsprechend steht in der zweiten Parallelreihe rechts bzw. links 
von der Diagonalen 

J, (k (k 

baw. = (ka), (ka). 
Zur Auflösung dieses Systems (41) verfährt man nach Perron 
folgendermaßen: 

Man gehe aus von der Fourierentwicklung') der ebenen Welle 
in zwei Dimensionen: BE 

(42) eikr cosy > ir J, (kr)eirr. 


Man setze hierin 
tcog= 


und erhalt aus (42) 


: 

Hier dente: man die Exponentialfunktionen rechts und links durch : 
ihre Potenzreihen und vergleiche die beiderseitigen Faktoren von ¢*. 
Für n = 0,1,2 findet man (bei Weglassung des Argumentes ka in J,): 


1 ki 1 /[ka\? 


ae 1 ka\? 


(46) - 


2 3! \ 3 


Diese Gleichungen geniigen, um A, zu bestimmen. Multipliziert man 
Gl. (41) der Reihe nach mit 


1 
Tra? + 


1) Vgl. z.B. Frank-Mises II, 2. Aufl. S. 867, wo die Reihe gerade in 
der bequemen Form (42) angeschrieben ist. Diese Formel dient oft als er- 
zeugende Funktion der Besselschen Funktionen mit ganzzahligem Index. 


u 
a 
4 ( 
= 
I 
] 
4 
n =—co 
1 
ty? 
‘ 
(43) >" J, 
- 
t 
| 
3 
4 
4 
3 
4 
| 
2 
| 
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und addiert sie, so tritt als Faktor. von A, die rechte Seite von (44), 
als Faktor von A,, A, ... die rechte Seite von (45), (46)... auf. Man 
erhält also aus (41): 


(47) 1-4,+0-4,+0-4,+--- = — 
Um sodann A, zu bestimmen, suche man in (43) beiderseits die 
Faktoren von ti"! auf. Durch Gleichsetzung derselben erhält man 


k 1 (ka \* 


Man läßt jetzt in dem System (41) die erste Gleichung fort und 
multipliziert die übrigen Gleichungen dieses Systems der Reihe nach 
1 1 
1, 12? + 379 
ena ergibt sich als Faktor von A, bei der Addition 
1 ka 1 ;ka 
und als der von A, 


RR ist wegen (48) gleich — + (ka), letzterer wegen (44) gleich 1, 


während die Faktoren von A,, A,, ... wegen (45), (46) ... wieder 
gleich 0 werden. Man erhält auf diese Weise mit der Abkürzung a 
aus (29b) 


Der dritte Schritt, bei dem man die zwei ersten Gleichungen von (41) 
fortzulassen hat, liefert A, ausgedrückt durch A,, A, und die Größen c, 
nämlich 


(2 a)? 2a 
at 4, — + 4, + 0-4, + 


(60) 

Bei jedem neuen Schritt hat man eine weitere Gleichung des 
Systems (41) fortzulassen und eine neue Gleichung von der Form (48) 
hinzuzunehmen. Z. B. beim (m + 1)ten Schritt die aus dem Er 
von t-™ in (43) sich ergebende Gleichung 


2 
3 14 
4 
fy 
a 
> 
J 1 ka 1 /ka\? J 
1 [ka 
wi) m! \ 2 m 11 2 m+it PT 2 m+2 
26* 


, (50), ... mit 1,2,2?... und Addition: 
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Dabei ergibt sich zur Bestimmung von A„zı ” ‚Beziehung 


(— 20)” (= = 
(52) | "Ant 


Dank der eigenartigen Symmetrie des vorgelegten Systems (41) lassen 
sich also die A rekurrent berechnen nach dem allgemeinen Schema (52), 
von dem die früheren Gl. (47), (49), (50) spezielle Fälle sind. Man 
gelangt aber leicht von hieraus auch zur expliziten Bestimmung der A 
durch folgenden Kunstgriff: 


Man bezeichne die rechten Seiten der G1.(47), (49), (50) - -- (52) mit 


und bilde mit der Unbestimmten x: 4 


(53) d, +d,2+d,2?+ 
Andererseits entsteht durch Multiplikation der linken Seiten von (47), 


A, +(4, (4 — 20 4,+ A,) a? 


@ )? 
das ist: 
(54) (A, +4,2 +4,22 + ---)e- 287, 


Durch Gleichsetzen von (53) und (54) ergibt sich Bi 
55) 4, + Apert 
Daraus folgt durch abermalige Koeffizientenvergleichung 739 


4 A. wd + 2a d . 2 
= Px 1 1! 0? 34 
2 (2 «) 

An+1 = dy, + du-ı +75 m—2 + d, 


Somit ist unser Gleichungssystem (41) ee gelöst. Poe 3 
§ 8. Angenäherte Berücksichtigung von § (II) 
Wir haben bei der Berechnung der A, bisher nur den reellen 
Teil R (II) Gl. (18) berücksichtigt und- den imaginären (II), Gl. (17), 
vernachlässigt. Leider wird durch seine Hinzunahme die schöne 


a 
+ 
“ 
= 
| 
bl 
\ 


= 


n> Sommerfeld. Die frei schwingende Kolbenmembran 
Symmetrie des Gleichungsschemas in §7 gestört, so daß sich die ; 
weitere Rechnung nur korrektionsweise ausführen läßt. 

Wir denken uns (II) nach Potenzen von (=) entwickelt und 
nennen die entstehenden Koeffizienten 


[die entsprechenden Koeffizienten bei R(II) nannten wir in G1.(29)...a_ ...]. 
Fürb, erhält man aus der Potenzreihe von J,(Ar) nach (17) wer der Shoe 


(- 1)” x 2m 
m!m! (5) 


Wir dafür [der Faktor wird zum, bequemeren Vergleich 
mit 


2a* m!m! 


co 


(57 a) 


aus und benutzen die von 1; dann wird: 
+4 


(68) z\e 
2!(n+ 3) (n+ =) 


Das Integral über das erste Glied der no ist, wenn wir t= ka bees 3 a 
machen 


3 
= 22m+8 fürm>0, 2a? firm =0, 


n 
oo h 
it + > 
b, A, f : 
nam? 
2 . —— {yx \2m s (x) 
= Vika — #(2)” = 
.e 
. ka \? „+ T 
Wir wollen zeigen, daß mit abnehmendem = (-) wie 
verschwindet. Zu dem Zwecke drücken wir S, nach (14) durch J , © 
winks 
)8? é sin?™ +1 & as 
; 
1e 
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Dieselbe Rechnung zeigt, daß die folgenden Glieder der Reihe in (58) 
je mit einer um 1 höheren Potenz von « behaftet sind. K, ,, ver- 


3 
schwindet also in der Tat wie «" ? fir a —> 0. 
Wenn wir z.B. verabreden, alle Glieder mit «® einschließlich zu 
vernachlässigen, so erhalten wir 


2 al 
K,, = =9, 15a 3-5...2n+4+1 ’ 
(58a) 
35 3-5...2n4+1 5 2n+3) 


Wir müssen nun untersuchen, inwiefern die ERIER Be- 
rechnung der A, durch das Hinzukommen von 5% (I) abgeändert wird. 
Zu dem Ende bestimmen wir der Reihe nach die Faktoren von 4 


y\o r\2 r \4 

(> 
die in dem jetzt korrigierten Ausdrucke R (II) +5 (II) auftreten. 
Nach (27), (29a) und (33) ist der Faktor von (=) in R (II) 


nal 


Wir müssen also nach der Integralgleichung II jetzt statt (35) fordern: 
A n—1 (ka) 2a? 

> +4 = = Co- 
Der Faktor von (=) in R (II) ist nach (27), a und (83) 


dazu kommt nach (57) mit m=1 


- AK, 
Nach der Integralgleichung (II) muß die Summe der beiden voran- 
gehenden Ausdrücke gleich Null gesetzt werden. Mit Benutzung 
von (59) folgt daraus ‘ 


4 


2 
ur 
» 
oo 
x 
N 
n ] 
(ka) 
37 
© 


zu 


l= 
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Während in (59) das Korrektionsglied X, Glieder mit as und a's = 
enthält, sind die beiden Korrektionsglieder K,, und K,, in (60) 
nach (58a) beide von der Ordnung a’. Die in "der nächstfolgenden 5 
Bestimmungsgleichung der A entsprechend auftretenden Korrektions- _ ave 
glieder K, ,, K,,, K,,. sind alle von höherer Ordnung als und 


daher nach unserer Verabredung zu vernachlässigen. Diese Be 
stimmungsgleichung lautet also wie im vorigen Paragraphen 


-8 
Erinnern wir uns nun der in Gl. (50) durchgeführten Berechnung 
von A,, bei der die beiden ersten Gleichungen unseres früheren ER 
Schemas (41) fortzulassen waren, so sehen wir, daß die frühere Gl. (50) 
als Auflösung dieses Schemas ungeändert bestehen bleibt, allerdings 2 Fe 
mit den gemäß GI. (59) und (60) abgeänderten Werten von A, und A. 
Dieselbe Bemerkung gilt für die Berechnung von A,, 
Um nun die abgeänderten Werte von A,, A, zu finden, schreiben Fe: 
wir uns die Gl. (59), (60), (61) ausführlich untereinander: 2 


(69a) +iK,, +iK,, )+4 (gis )+- 


(60a) 


und verfahren wie wir es in § 7 mit dem Gleichungssystem (41) taten. 
Wir multiplizieren also die vorstehenden Gleichungen der Reihe nach 


mit 1, - +, gy und erhalten nach den Gl.(44), (45), (46): 


4,(14+4K, ,—oK,,)) 
(62) 


+ 4, (0+iK,,,-$K,, — eK,,)) +--+ = 4. 


An zweiter Stelle ergibt sich nach der Vorschrift bei Gl. (48) und (49) | 
unter Fortlassung der Gl. (59a): 


| 4, (~ 2a+ aK,,)) +4, (1 + «K,,)) 


(68) 

| A, (0 + 3 «K,,)) + ooo @ a, . 


8) 
) 

e- 
d. 

TER 
n. 
n: 

_| 
is 
| 


in (64) liefert 
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Aus (62) und (63) folgt mit den Werten (58a) für die K: 
A, (1+ 16i a (14%) 
+4 (1+ + 


Wir erinnern uns jetzt settle daß ohne unsere jetzigen Korrek- ~ 
tionen A,, A,, Ay, -.. von der Ordnung 1, a, @°,... waren. Bei 
Vernachlässigung von «° können wir daher die beiden vorigen 
Gleichungen vereinfachen zu Be 


1 
(2b) A 16i (1+ $¢)) +4, 
= 


Aus sich durch von A, 
A, (1+ 16ia’ (1 — e)) = a, 1l6ia d 


9n 25. 45n 
und daher 
16i a” 16a bia’! 
A, 4, (1 ~ 

(64) +2«(1- ) a, 32ie 

A, = 4, + 2ad, + d,. 
Der letzte Wert folgt aus der, wie oben bemerkt, auch jetzt 2 zu Recht 
bestehenden Gl. (50) und stimmt überein mit der unkorrigierten 
Gl. (56) für A,. 

Um diese unerfreulichen Näherungen zu Ende zu führen, haben 
wir noch die d nach ihrer Definition in 8 7 durch die c auszudrücken 
und in gleicher Annäherung (ausschließlich von Gliedern mit «°) als 
Polynome von «& anzuschreiben. Man erhält leicht 


| d= (1+ - a), 


(65) 
d,=d,=.-- 


A 


er 
EM 
j 4 8 
l1=—¢ | gets @), 
: 
+ 2 a 12484 als 
3 6752 
14 
| 


EN, Die ie fre. 


Erst jetzt ist unser früherer Ansatz (13) endgültig in der be- }: = 
bestimmt. Er lautet nach Einsetzen von (66) 
2 4 32i /, 8, (2 a) 2a? 14a? (da) 
+73 a's) (da) 3 
und stimmt überein mit GI. (84) der in § 3 zitierten Arbeit von 
King, in der aber, entsprechend der dort angestrebten Genauig- 
keitsgrenze, die Glieder a* und a’: fehlen. Offenbar weist unsere 
Behandlungsweise den Weg auch zu höheren Approximationen. 


89. Die Werte des Geschwindigkeitspotentisls g auf der Scheibe 
und in deren Umgebung 


Nachdem wir die Koeffizienten A kennen, können wir gfürr<a = 
und z= 0 nach (10), (12) und (13) berechnen. Es am sich bei vf 
gliedweiser. Integration 


0 


oder mit Rücksicht auf (14) 


(67) 
0 


n=l 


Das hier auftretende Integral, das mit X bezeichnet werden möge, __ 
läßt sich wieder nach Schafheitlin-Sonine, Gl. (16) berechnen. 
Man hat daselbst wegen r < a zu setzen: = 


1 
ger, pen+s, 


und findet 


Binomialreihe von 


ee al von (68) in (67) gibt daher 


| 
é. 
rek- 
Bei 
gen _ 
| (aa) 
cht 
ten 
_— 
No 
als a 2 1 rlı 1 1 (2 
\a 
a Diese hypergeometrische Reihe ist aber nichts anderes als die 
1 
eo 
| 
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Hier ist zunächst eine Zwischenbemerkung am Platze, die sich 
auf den Beginn unserer Reihe (69) mit n = 1 bezieht. Hätten wir 


sie mit n = 0 begonnen, also im Ansatz (13) das eg 4 8 olka) 
hinzugefiigt, so wiirde zu (69) rechts der Term 


hinzugetreten sein, der am Scheibenrande singular wäre und in die 
durch grad p gegebenen Schallfelde sogar eine Singularität höherer 
Ordnung erzeugen würde. Das ist aber durch die Bedingungen des 
Problems ausgeschlossen. Unser Ansatz (13) erweist sich so als voll- 
ständig, wie übrigens auch daraus hervorgeht, daß es mit seiner 
Hilfe möglich war, die Unbekannten A, eindeutig und widerspruchslos 
zu berechnen. 

Man könnte ferner daran denken, den Ansatz (13) dadurch zu 
erweitern, daß man Glieder der Form 

S, (4 a) 
B, Gast"? g = positiv ganze Zahl 4 

hinzunähme, weil dann im Nenner von (16) statt des früheren (0) — 
der Faktor 7’(— g) auftreten würde, der ebenfalls die rechte Seite 
von (16) zum Verschwinden brächte. Aber auch diese Erweiterung 
würde in (69) höhere Singularitäten am Scheibenrande bewirken. 

Nachdem wir nunmehr den Verlauf von p für r <a in (69) kennen- 
gelernt und das Verschwinden von p fürr >a in § 4 gesichert haben, 
1: ist gm in der ganzen Ebene z= 0 bekannt. Unser ursprüngliches 
n Problem von „gemischtem Typus“ ist also auf den einheitlichen Typus 
w der Darstellung (8b) zurückgeführt. 
we he 810. Das Schallfeld in der Umgebung der Kolbenmembran, 
CF ag sylindrische und sphärische Polarkoordinaten 
BER Die in (69) gefundene Werteverteilung von p auf der Scheibe 

nennen wir weiterhin g,. Dann liefert Gl. (8b) für z>0 die Dar- 
stellung 


(70) 2nyp - ——do, 
in der sich die Integration über die RR 0<r<a erstreckt. 


Wir benutzen zunächst, weil das bei unserer bisherigen Rechnungsart 
am nächsten liegt: 


A. Zylindrische, Polarkoordinaten 


2, 
für den | Integrationspunkt auf der Scheibe 


Wr %=9, . 


. 
| 
©. 
x 
4 
x 
4 
u 
ry 
Diese mögen für den Aufpunkt heißen: 
: 
- 


m = 


& 
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Dann wird 

2, = 0?— 2ro cos (w— y,). 
Aus meinen Arbeiten über drahtlose Telegraphie ist die —. i = 
Darstellung!) des Hertzschen Dipols bekannt: 


Daraus folgt 


(71) 


Für J, (4 R,) benutzen wir das Additionstheorem (20), das sich vermöge 
der in do vorgeschriebenen Integration nach w, vereinfacht zu: 


2x 
f J, (2R,) dw, = (ar) J, (0). 
0 
Durch Einsetzen in (71) und (70) erhält man 
pa=—fidie- 
0 0 


und schließlich durch Einsetzen aus (69): 


Das hier vorkommende Integral nach o läßt sich verhältnismäßig ein- 
fach diskutieren, aber das Integral nach 4 wird reichlich kompliziert. 


B. Sphärische Polarkoordinaten 
Ihre Einführung entspricht dem bisherigen Gebrauch der Akustiker. a 2 
Indem wir r in anderer Bedeutung als vorher nennen wir die 
Koordinaten des Aufpunktes 
sin 
r 


@ 
r,9,y, mit or = 008 _ 


die des Integrationspunktes 


ö 


0,9, = yw, mit de =edody,. 


1) Vgl. z.B. Frank-Mises II, 2. Aufl. 8. 924, Gl. (11). 


~ : 
r 
) 
r 
ı 
) 
RE 
| 
2 
| 
t 
= 
. 
. 
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Dann wird 


R? = 0? — 2ro cos 0, 


cos @ = cos cos + sin 3, sin cos (yy — %,) 


und wie bekannt 


(ko)P. (cos für r>o. 4 


Nimmt man hier die in do vorgeschriebene Integration nach w, vor, 
so erhält man aus dem Additionstheorem der EEE 


Sr (cos O)dy, = 2x P,(cos 9) P_(0). 


P(0) verschwindet aber für alle ungeraden m, so daß wir in (73) m 
durch 2m ersetzen können. Aus (70) erhält man daraufhin: 


(4m + 1) Pan (0) f 1 (ke) Vode 

2 mi 3 

. 


r r 


sin > 1 


5 
Setzt man hier den Wert von p, aus (69) ein, so ergibt sich für die 
noch auszuführende Integration nach o, die wir mit X,, bezeichnen 


wollen: 


a (kr) Pam (cos 9). 
+7 


oder, mit der Integrationsvariabeln x = £: 


3 1 
(748) x..= ” fü (kaa)Yzde. 


Da der Integrand für z= 0 wie 2*=+1 und für z=1 wie 1-9) ° 


8 
verschwindet, ist a ? eine m mit m udn stark abnehmende 
Funktion von ak. 


-1) Frank-Mises, ebenda 960. mit 8.863 daselbst Be- 
zeichnungen. Übrigens geht (73) aus der allgemeinen Gi. (84) des Anhanges 
hervor, wenn man dort sinngemäß +’, r, » durch kr, kg, > ereetst. = 


3 
. 
+. e n 
(78) —— = 
R 2y 
‘a 
(74) 
| 
| 
(3 
F 
id 
t 
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Durch Einsetzen von (69) in (74) erhält man so: 


(4m + 1) >’ —* 


nal 


1 
Ve kr) (cos #). | 

Diese Darstellung gilt aber wie bei (73) bemerkt nur dann, E aa: 
wenn r größer ist als alle bei der Integration über die Scheibe vor- = 3 
kommenden Abstände o, d.h. nur wenn 


r>a 


ist. Fir r < a kompliziert sich die Darstellung dadurch, daß man (73) — 
nur fiir den Kreisring 
r<o<ca 


benutzen darf, während man für o < r diejenige Formel zu verwenden _ ae 

hat, die aus (78) durch Vertauschung von r und o entsteht. Wir 

verweisen dieserhalb auf die Ausführungen von Stenzel’), aus denen - 

sich die dann an die Stelle von (75) tretenden etwas umständichkerern 

Ausdrücke unschwer ablesen lassen. Ben: 
Für die folgenden speziellen Rechnungen dürften die sphärischen 


Polarkoordinaten günstiger sein als die zylindrischen. Wir knüpfen 
also im folgenden Paragraphen an Gl. (75) an. 


$11. Entwicklung des Schallfeldes nach Potensen von a 


Um diese Formeln der numerischen Berechnung zugänglich zu 
machen, haben wir zunächst die ‚nähere Bestimmung der X, nach- 
zutragen, wobei wir mit X,2 beginnen und uns wieder auf Glieder 
bis a ausschließlich beschränken. Nach (74a) haben wir: 


(76) 


Einsetzen der Reihe für J»,, liefert 
-: ka\ı 1 
a (=) — 2?) 


| 
413 
7 -7: 4x 
(75) n 3) 
. 
4 
3 
~ 
A 1 
a An2 -[ (1 ) Je, (ka z) V Zaz. 
2 gb 
* 
n dem 5. zıtierten Buche 5S. oY und (UV. 
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Hier ist es konsequent, schon das zweite Glied der | } zu streichen, ; 
da dieses von höherer Ordnung als «® sein würde, Wir schreiben 
also nach einer kleinen Umformung: 


of a’ } 1 
a ? Xo= ren — 22)" ode 


1 


( 4 1 
2n+1 2n+3 2n+5 


= 


8 
(2n + 1)(2n + 3) (2n + 5) ; 


Da nun, wie wir sahen, die Ausdrücke für 
mit a, «2, ... beginnen, reduziert sich im Falle m = 2 die in (75) 
vorkommende Summe nach n, wenn wir höhere Potenzen als «° 
weiter vernachlässigen, auf das eine Glied mit A,, wobei wir auch 
in dem Ausdruck von A, nur das erste Glied zu berücksichtigen 
haben. Es wird auf diese Weise: 


37. 5-7 


Bezeichnen wir den von m = 2 herrührenden Beitrag zu p mit q,, 


so haben wir nach (75) mit P,(0) = eq: 


/a 
fp. 
2 3. 58.78 


sin? + é 


dies durch die expliziten Ausdriicke fir: 


(78) | 


104 _ 4 105% 


a a 


Ä 
11 
r 
2 
= 
= 
1 105 
Py y H.,, (2) = V + 
> 
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Falle m = 1 gilt statt (77) 


Cr)" fo "ie 


wo nunmehr das zweite Glied der { } mitzunehmen ist. Man findet Br 


3 
(199) a = r(2) +1) Q@n+ 3) (1 Tan 


Bei der Bildung der zu (77b) analogen Summe hat man A, zwei- — 
gliedrig, A, eingliedrig mitzunehmen und erhält: 


Y 96 88 
x) (1+ 147 


Daher wird, wenn man noch P, (0) = 7 1 berücksichtigt, der von m= = 


herrührende Beitrag y, zu y nach 


0) g= nav (2) (1 + «) Hu, (kr) P (08 


Der Operator { } hat dieselbe Bedeutung wie in (78) und es ist: 


Vz x | x x P,(@) 2 

Um schließlich gy, zu berechnen (die Bezeichnung ist hier n __ 
anderem Sinne gemeint als in § 9) muß man sowohl bei X,o ie 
bei A,, A, je ein weiteres Glied hinzufügen und auch A, in erster ; 
Näherung berücksichtigen. Man erhält: 


(=) 3 (1+ 15 a+ (kr) Py (cos 9), 


(81) 5 
1 
| Vz H.,, (2) = — V 4 P, (2) = 


n x 
Alle unsere Approximationen beziehen sich auf den Fall langer = 
Wellen und nicht zu großer Membranradien. Z. B. bedeutet nach 
der Definition von « in (29b) 


soviel wie A> 42a. 


oo r | +) 
3 
= a? - 
| 
: 2 = 
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Für kurze Wellenlängen (Ultraschall) oder sehr große Membran- — 
radien versagen sie. Hier muß man Entwicklungen heranziehen, 

die auf A. Rubinowicz zurückgehen und die für das Problem der 

eingebauten Membran von A. Schoch') una H. Stenzel?) aus- 

gearbeitet sind. Ihre Übertragung auf das Problem der frei 

schwingenden Membran wird neue Überlegungen erfordern, in die 
wir hier nicht eintreten wollen. 


— 


= 


§ 12. Mathematischer Anhang 


Über den Ursprung der GI. (33) und (22). Die Wellengleichung 
im polydimensionalen Raum 


In einer besonderen Abhandlung) habe ich die Gl. (33), auf der die 
merkwürdige Einfachheit unseres Koeffizientenschemas der A, beruhte, auf 
folgendem Wege abgeleitet: Ich betrachte die einfachste Lösung der Wellen- 
gleichung Au + k*u = 0, nämlich die ebene Welle 

im zwei-, drei- und p + 2-dimensionalen Raum. Im zweidimensionalen Raum 
gilt mit e=rcosp und r* = z* + y* die Gl. (42), im dreidimensionalen mit _ 
z=rcos# und r* = x? + y* + z* die wohlbekannte Gleichung 


ikrcosd _ 
u=e Var > (2n + 1)i" “is ı (kr) P,, (cos 9). 


n=0 


Bie ist in der allgemeineren Formel von L. Gegenbauer‘) 


co 
= pikroosd 2 3) ( 2) n (2 


enthalten, wenn man darin p =1 setzt. Hier sind die C, die bereits bei 
Gl. (22) definierten „Kugelfunktionen höherer Ordnung“. Gl. (82) bedeutet also 
physikalisch die Entwicklung der ebenen Welle im p + 2-dimensionalen Raum. 
Wir merken dabei an, daß das einzelne Reihenglied von (82), also 


(83) „ kr) OR” (cos 9) 
+7 
bis auf einen Normierungsfaktor die nte Higenfunktion der (p + 2)-dimensio- 
nalen Wellengleichung bedeutet, wenn man dieselbe in Polarkoordinaten r, $ 


1) Arnold Schoch, Akustische Ztschr. 6. S. 318. 1941. 

2) Heinrich Stenzel, Ann. d. Phys. (5) 41. S. 245. 1942. i 

3) Die ebene und sphärische Welle im polydimensionalen Raum, Mathem. 
Ann., im Druck. 

4) Vgl. z.B. G.N. Watson, Theory of Bessel Fundions, Cambridge 1922, 
S. 368, GI. (2). 
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Unsere GI. (33) entsteht nun aus (82) Yan elneh, as man sie in 
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geeigneter Weise über 9 mittelt, nämlich mit x Bi 
2n 


multipliziert und nach $ von 0 bis 2x integriert. Dabei erhält man links 
J, (kr); rechts verschwinden alle Glieder, in denen n die Form +, +1 
hat (s = beliebige ganze Zahl), und es bleiben nur die Glieder mitn=2s +» — 
übrig, die nach Ausführung der genannten Mittelung über OP/?(cos 9) direkt 
Gl. (33) liefern. 

Wie aber beweist man auf physikalisch sinnvollem Wege die bei dieser 
Mittelung benutzte Ausgangsgleichung (82)? Das ist sehr einfach, wenn man 
die ebenfalls auf Gegenbauer zurückgehende Gl. (22) als bewiesen voraussetzt 
und sie überdies aufspaltet in das Gleichungspaar 


n=0 


(84) 


H? (RB) = 


n=0 


Hier bedeuten H' und H®* die beiden Hankelschen Funktionen, die mit der 
ebenso indizierten Besselschen Funktion J bekanntlich so zusammenhängen: 


@4a) +H. 


Dieser Zusammenhang zeigt zugleich den Zusammenhang der beiden Gl. (84) __ 
mit der früheren Gl. (22). In (84) ist vorausgesetzt r’ > r. Im umgekehrten — Ben. 
Falle sind in (84) die Bezeichnungen r und r’ zu vertauschen, wobei dielinken _ > 
Seiten ungeändert bleiben, vgl. (20a). RR? 

Machen wir nun ip der ersteu Gl. (84) sowie in (20a) den Grenzübergang 


"— u, 9-g=n-# 
und wenden die bekannte asymptotische Darstellung für H' in erster Näherung — 


an, so erhalten wir 


R=r(i + cos d + — 


= 


nr 


1 2 2 

e 


Ferner gilt, wie man unmittelbar aus ihrer erzeugenden Funktion abliest, für 
die höheren Kegelfunktionen C} ebenso wie für die gewöhnlichen P, die — 
Beziehung 

Cy, {cos (a — 9} = (— 1)" (cos 9). 
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Daraus folgt nach Forthebung gemeinsamer Faktoren 


= ite 7 


n=O 
Dies ist aber mit (82) identisch bis auf die Bezeichnungen (» statt p/2, r statt er 
Wären wir von der zweiten Gil. (84) ausgegangen, so hätten wir ebenfulls 
Gl. (85), aber mit umgekehrtem Vorzeichen von i gefunden. 

Ebenso wie (82) eine ebene Welle im p + 2-dimensionalen Raum darstellt, 
bedeuten offenbar die beiden GI. (84) Darstellungen der polydimensionalen 
Kugelwelle, und zwar die erste derselben eine ausstrahlende, vom Punkte RB = 0 
auslaufende, die zweite eine einstrahlende, im Punkte R= 0 laufende 
Kugelwelle. Die Dimensionszahl ist dabei, in dem » der Gl. (84) ausgedrückt, 

eich 2(» + 1). Unser obiger Grenzübergang ist ulso nichts anderes als der 
bergang von der Kugelwelle zur ebenen Welle beim Abwandern des Kugel- 
zentrums ins Unendliche. 

Um die Kette unserer Beweise zu schließen, hätten wir jetzt noch eine 
der beiden Gl. (84) aus den allgemeinen Vorstellungen der mathematischen 
Physik abzuleiten. Das ist möglich nach einer früheren Arbeit‘) des Verf. 
und wird in der 8.416, Anm. 3 genannten Abhandlung näher ausgeführt. 
Hier müssen einige Andeutungen genügen. 

Die auslaufende Kugelwelle kann bei Zugrundelegung der „Ausstrablungs- 
bedingung“ aufgefaßt werden als Greensche Funktion für den unbegrenzten 
Raum. Das gilt für ‘den polydimensionalen Raum so gut wie für den zwei- 
und dreidimensionalen. Eine Greensche Funktion mit dem Aufpunkt P und 
dem Quellpunkt Q läßt sich aber allgemein “als Summe über alle unendlich 
vielen Eigenfanktionen. darstellen naeh der Formel (6) der genannten Arbeit 


(86) Gpo= u, Du 


k,? ist der Eigenwert, der zur Eigenfunktion u, gehört, d.h. die Konstante 
der von ihr befriedigten Wellengleichung 4w,.+ k,?u, = 0. Die Eigenfunk- 
tionen sind dabei auf 1 normiert gedacht. 

: Wir nennen die für uns in Frage kommenden Koordinaten von P bzw. Q 
in einem beliebigen Polarsystem r, $ bzw. r’, 9, wollen aber gleich die 
Polarachse desselben so verlegen, daß ihre negative Seite durch den Punkt Q 
hindurchgeht, wobei wir als Koordinaten erhalten 


von P: r,9, von Q: r’,7. a 


Dann wird nach (83), wenn wir den dortigen Index n durch m erecteee, von 
Normierungsfaktoren abgesehen: 


u,, (P) 
er 


1) Die Greensche Funktion der Schwingungsgleichung. Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung 21. S. 309. 1913, vgl. insbesondere § 10. 
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(878) (0) = (- 1)" tow 0. 


Der Integrationsweg für ke darf bier ersichtlich nicht längs der reellen ai Ber. 
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wobei übrigens aus der bei (22) angegebenen Definition der af ne nn 
bzw. ungerades m folgt: 


Wir setzen (87) nach Hinzufügung des erforderlichen Normierungsfaktors N*®, Ny 7 
in den wir uns auch die Größe (87a) aufgenommen denken wollen, in (86) — 
ein und teilen die Summation auf in eine solche nach dem Index m des 


Winkelbestandteils O2? (gewöhnliche Summation von O bis ©) und eine 2 
solche über das konfinuierliche Spektrum der Eigenwerte, die von dem radialen — 
Bestandteil der Eigenfunktion bei gegebenem m herrtihrt (Integration über k, ER 


von 0 bis ©). So entsteht: 


geführt werden, sondern muß dem Pol k, = k ausweichen; durch die Art ds 
Ausweichens (nach der negativ-imaginären Seite hin) kann man dabei der ke a) 
Ausstrahlungsbedingung Genüge leisten, vgl. Abb. 3 der genannten Arbeit. — 

Indem man dann im Falle r’ > r, wie dort ausgeführt, J(k,r’) nach (84a) in 
H' und H* auflöst, kann man das Integral über H* auch nach Multiplikation _ 

mit J(k,*) ins Unendliche der negativen Halbebene herüberziehen und zum 
Verschwinden bringen. Es bleibt nur das Integral über H' übrig, welchen '- 
nach der positiv-imaginären, Halbebene herübergezogen werden kann, aber am — 
Pole k, = k hängen bleibt. Der Umlauf um letzteren liefert als allgemeines 

. der Summe in (88) 


J H! „in 


Dies stimmt mit dem allgemeinen Glied der rechten Seite der ersten Gl. (84) _ Bs 
überein; daß auch der hier fortgelassene aus der Normierung N* oe. ae 
gehende konstante Faktor damit übereinstimmt, wird in der 8. 416 zitierten ® 
Abhandluug gezeigt. 
Es wäre nur noch ein Wort hinzuzufügen über die linken Seiten der 
Gl. (88) und (84): @ (P, Q) ist nach Definition diejenige sphärisch symmetrische — 
Lösung der polydimensionalen Wellengleichung Au + Ku = 0, die der Aus-— 
strahlungsbedingung genügt und in ihrem Symmetriezentrum R = 0 die für 
den (p + 2) dimensionalen Raum charakteristische Singularität besitzt. Die 
um r = 0) sphärisch symmetrische und daselbst stetige Lösung, welche aber EL 
nicht der Ausstrahlungsbedingung genügt, ist in (83) enthalten, wenn wirdrt 
n= 0 machen und lautet 
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Unter Benutzung von (89) können wir dafür schreiben, wenn wir noch r 
durch R ersetzen: ; 


1 H! u? ja kB) 

“,' und «,* stimmen, wie es sein muß. überein mit den linken Seiten der 
Gl. (87), wenn man dort sinngemäß » = E macht. Damit dürften alle mathe- 


matischen Lücken, die wir im vorangehenden gelassen haben, im wesentlichen 
ausgefüllt sein. 

Herrn H. Stenzel, der mir das Thema dieser Arbeit wieder- 
holt ans Herz gelegt hat, verdanke ich erg dazu und 
manche nützliche Bemerkung. 


München 23, Dunantstr. 6, Dezember 1942. 
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MAX PLANCK 


ZUM 23. APRIL 1943 ER 


Hochgeehrter Jubilar! 


Die Annalen der Physik, die. Sie seit Helmholtz’ Tode 
als Berater betreuen, möchten Ihnen zu Ihrem 85. Geburtstag 
Dank und Bewunderung atıdsprechen. Möge Ihnen Ihre einzig- 
artige körperliche und geistige Frische noch lang erhalten 


bleiben! Diesen Wunsch teilen mit uns all Ihre Fachgenossen, 
die zu Ihnen als dem, stets sachlichen und wohlwollenden 
Vertrauensmann der, deutschen Physik emporsehen. Mögen 
Sie an der allseitigen Auswirkung Ihrer großen Entdeckung 
auf alle Nachbargebiete, Chemie, Astrophysik, Biologie, Philo- 
sophie eine noch immer wachsende Genugtuung erleben! 
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